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Vorwort, 


Die im vorliegenden Buche durchgeführte Darstellung der Sub- 
stitutionen theo rie weicht in mehreren nicht unwesentlichen Punkten von 
der bisher üblichen ab. Hierbei waren Gesichtspunkte massgebend, 
welche hervorgehoben werden müssen. 

Es ist unzweifelhaft, dass der "Kreis der Anwendungen eines 
Algorithmus sich ausdehnen wird, wenn. ös.-gelingt, die Grundlagen und 
den Aufbau desselben von allen nicht unbedingt geforderten Voraus- 
setzungen zu befreien, und ihm durch die Allgemeinheit der Objekte, 
mit denen er arbeitet, auch die Möglichkeit des Eingreifens in die 
verschiedensten Gebiete zu geben. Dass die Theorie der Gruppenbildung 
eine solche Darstellung zulÜSBt, spricht für ihre weitgreifende Be- 
deutung und für ihre Zukunft . 

Handelt es sich hingegen um die Anwendung eines Hilfemittels 
auf ein bestimmt vorgeschriebenes und fest, umschriebenes Gebiet, so 
wird auch die Konstruktion desselben nur diesen einen Zweck zu 
berücksichtigen haben. Für die fehlende, aber nicht mangelnde All- 
gemeinheittritt Loslösung von allem Überflüssigen und erhöhte Brauch- 
barkeit ein; es wird sich im kleineren Kreise die höhere Wirksam- 
keit zeigen. 

Die nachfolgende Darstellung der Substitutionentheorie ist ledig- 
lich darauf berechnet, ein wichtiges Hilfsmittel für algebraische Unter- 
suchungen in elementarer Weise vorzuführen. Durch die von vorn- 
« herein benutzte Verwendung ganzer Funktionen gelingt es nicht nur, 
der Theorie der Substitutionen, diesem Operieren mit Operationen, einen 
greifbaren Untergrund zu geben, sondern auch die Beweise vielfach zu 
I: vereinfachen, die Anschauungen zu präcisieren, die Hauptfragen scharf 
lervorzuheben und — was nicht das Unwichtigste zu sein scheint — 
i Stoff zu beschränken. 

Die beiden umfassenden, bisher publizierten Behandlungen der 
Suhetitutionentheorie stammen von J. A. Serret und von C. Jordan. 

Die vierte Abteilung der „algebre superieure" von Serret ist diesem 
Gegenstände gewidmet. Die Verschiedenheit der Methoden hier und 
jort Hess kaum eine Benutzung dieses hoch verdienstlichen Werkes 


IV Vorwort. 

für unsere Zwecke zu. — Anders ist es dem umfassenden Werke vo 
Jordan, dem „Traite des substitutions et des equations algebriques 
gegenüber. Es waren nicht nur die neuen, grundlegenden Begriff 
welche aufgenommen werden mussten; auch manche Beweise und G 
dankenfolgen konnten, wie hier ausdrücklich hervorgehoben werde 
mag, trotz der Verschiedenheit des Ganges im allgemeinen, passer 
verwendet werden. Die nicht im „Traite" enthaltenen Untersuch unge 
des Herrn Jordan, welche benutzt wurden, sind an den betreffende 
Stellen angeführt. 

Wenn aber auch manche Einzelheiten auf jenen „Traite" und ai 
diese Untersuchungen zurückgeführt werden müssen, so verdankt doc 
der Verfasser seinem verehrten Lehrer Herrn L. Kronecker die Ai 
schauungen, welche seinem gesamten Werke zu Grunde liegen. Er h 
sich bemüht, die Früchte, die ihm aus den Vorlesungen und dei 
Studium der Abhandlungen dieses Gelehrten, die ihm aus dem ai 
regenden persönlichen Verkehre mit diesem Manne geworden sind, z 
verwerten; und er hofft, dass die Spuren hiervon an manchen Stelle 
seiner Arbeit hervortreten mögen. Eines bedauert er: dass die neuest 
bedeutende Publikation des Herrn L. Kronecker: „Grundzüge eim 
arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen" zu »spät erschie 
als dass er von derselben den Nutzen hätte ziehen können, den 2 
ziehen er sich und seinen Lesern gewünscht hätte. 

Der Plan des Buches ist folgender: 

In der ersten Abteilung sind die Grundzüge der Substitutione 
theorie mit steter Berücksichtigung der Theorie der ganzen Funktion« 
abgeleitet-, die analytische Darstellung tritt fast ganz in den Hinte 
grund, da sie später nur zum Hinweis auf die Gruppen auflösbar 
Gleichungen gebraucht wird. 

In der zweiten Abteilung werden nach der Festlegung einig 
Grundbegriffe als Beispiele die Gleichungen zweiten, dritten und viert* 
Grades, die AbeFschen und die Galois'schen Gleichungen besproche 
Hierauf folgt ein in arithmetischer Behandlung durchgeführtes Kapit< 
über dessen Notwendigkeit am betreffenden Orte einiges gesagt is 
Endlich werden dann die allgemeinen, aber noch elementaren Frag* 
über auflösbare Gleichungen einer Untersuchung unterzogen. 

Strassburg i. E. 

Eugen Netto, 
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Erster Abschnitt 
Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen. 


Erstes Kapitel. 

Symmetrische oder einwertige Funktionen. Alternierende 
und zweiwertige Funktionen. 

§ 1. Wir legen unseren Unter auclnmgen n Elemente x l ,x i ,...x K 
in Grunde, welche durchgehende, so lange nicht ausdrücklich das 
3-egenteil angegeben wird, als von einander unabhängig angesehen 
werden aollen. Es ist leicht, aus diesen Elementen ganze Funktionen 
ti bilden, welche ihre Form nicht ändern, wenn irgendwelche Stellungs- 
»derungen oder Umsetzungen der x>, untereinander vorgenommen 
werden. Solche Funktionen sind beispielsweise 

K/+V + V+— +*•"» 

Xfxf + $"%/ + X^X^ + . . . + X*—\ a X s fl + »fxf + . ■ . + Xn — ]?X„ a , 
{X y —X i ) 2 (x l —Z s ) i (x i — X s y..,(x H — x —x*y, 

Derartige Funktionen heissen symmetrische Funktionen. Ea 
at ersichtlich, dass dieselben wie ihre Form so auch ihren Wert nicht 
■ndern , falls man die Xi irgendwie untereinander vertauscht. In diesem 
linne sind symmetrische Funktionen auch einwertige Funktionen. 
Umgekehrt lässt sich nachweisen, dass eine ganze Funktion 
>(#,, x ai ..., x n ) der n von einander unabhängigen Grössen x 1 ,x ii ...x„, 
Welche bei beliebigen Vertauschungen der a^ untereinander keine Wert- 
i erleidet, auch ihrer Form nach bei jenen Vertan seh un gen 
idert bleibt. Wir werden also zeigen: 
iraatz I. Jede einwertige ganze Funktion der n von ein- 
unabhängigen Variablen x lt x.,, ...x„ ist in diesen Ele- 
en symmetrisch, 
i aei <p($ l ,x i ,...x„) die gegebene einwertige Funktion der « 
a einander unabhängigen Grössen t,, x 3 ,...*,. Wir ordnen g> (■''",, ...;'■») 


2 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen. 

nach den Potenzen einer derselben, z. B. nach den Potenzen von 
und erhalten so den Ausdruck 

in welchen die Koefficienten <p , qp n <p 2 , ... ganze Funktionen ^ 
# 2 , # 8 , ...x n allein sind. Nimmt man nun irgend eine Umstelli 
unter den Elementen Xx vor und ordnet dann wiederum nach x x , 
erhält man, da die Punktion <p hierbei ihren Wert nicht ändern s 

2) <p (x 1} x 21 .. ,x n ) = 9? ' . x/ + tpi . x^~ l + <p 2 ' • ^~ 2 + • • • 

Für jedes Spezialsystem von Werten für # n x 2 , ...x n sind s 
die rechten Seiten von 1) und 2) einander gleich. Es sei y>cc, 
dann nehmen wir y SpezialSysteme für die x x , # 2 , ...#„ an, 
denen die Werte # 2 , # s , ...#» stets dieselben bleiben, während 
andere und andere Werte erhält. Infolgedessen bleiben die Koc 
cienten g> , <p 1} q> 2i ... und <p ', «p/, <p 2 \ ... für alle y Systeme un 
ändert. Die beiden ganzen Punktionen der Grade cc 7 ß von x x stimc 
sonach für y>«, ß Werte der Grösse x x überein; folglich sind sie n 
einem elementaren Satze einander identisch gleich, und es ist für j 
Wahl von x 2} x 8} ...x n 

Sollte also bei den Vertauschungen eine Formänderung eingetreten s< 
so kann sie nur innerhalb der <p;. vorkommen und muss so beschai 
sein, dass gleichwohl der Wert von q>x ungeändert bleibt. Es gel 
demnach für diese Punktionen <px von n — 1 Variablen dieselben Vora 
Setzungen wie sie für g> (#!•..#«) galten; folglich kann man in ( 
selben Art weiter gehen, indem man z. B. nach den Potenzen von 
anordnet u. s. f. Ist man bis zu den Funktionen einer Variablen 
kommen, so ist man zu Ende, weil der Satz dann mit dem benutz 
Hilfssatze zusammenfällt. 

Sind die Xx nicht von einander unabhängig, so ist der Beweis 
anwendbar, und der Satz wird unrichtig. Für x x = x 2 = # 3 ist z. 
q> (#!, #g, x s ) *— 2x t * + x x x 2 — # 3 2 einwertig, ohne symmetrisch zu sei 

§ 2. Da es bei unseren Untersuchungen hauptsächlich auf 
Verbindungen ankommt, in denen die Xp, auftreten, und wenig auf 
Koefficienten, so können wir die symmetrischen Funktionen, in Su 
manden zerlegt, so reduziert denken, dass nur ein Term das Prodi 
ffj" #/...#/ enthält. 

Besitzt eine so zubereitete Funktion einen Summanden c.xfä^.,.0 
so fordert die Üiayeränderlichkeit der Form, dass alle überhaupt ml 
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h „:hen Glieder vorkommen , welche durch Umstellungen der x> ans 
ersten entstehen können. Erschöpfen diese die Summanden der 
legten symmetrischen Funktion noch nicht, so giebt es ein neues 
ttx l ' , 'x/'...x n ' y , in welchem nicht alle Exponenten n, ß, ...d 
den entsprechenden o', ß', ...ö' sein können u. s. f. Eb zer- 
demzufolge jede symmetrische Funktion in eine Summe von solchen 
.einsehen Funktionen, in denen alle Summanden aus einem unter 
durch Vertauschungen der Elemente untereinander abgeleitet 
können. Alle dieBe Summanden sind von demselben Typus 
inander ähnlich. Derartige symmetrische Funktionen sind 
;lich aus einem beliebigen ihrer Summanden ableitbar und daher 
irch einen solchen unzweideutig zu charakterisieren. Es geschehe 
dies dadurch, dass wir vor den bezeichnenden Ausdruck cx i "X 2 P. ,. xj 
ein 9 setzen. So bedeutet also 5(3^*) bei zwei Elementen Je,, x 2 die 
l 8 + % 2 , bei dreien die Summe a;,* + a: s * -f- je s a . 
$ 3, Betrachtet man die Elemente % lt x 2 , ...x» als die Wurzeln 
finer Gleichung » t0D Grades, so hat dieselbe die Form 

3) «*)_(«-*,)(*-*,)...(*-*„)-<>, 
id das Polynom der linken Seite lautet entwickelt 

4) x* — (x 1 + x% + . . . + x n ) X" - 1 -f (Xj x x + x t x s + . . . + #,_ ix n ) x* _s 
— ...izx l x i ...z a — z™ — c l x*~ 1 + c a x n -* — ...±c,. 

ie KoefBcienten sind also einfache ganze, symmetrische Punktionen 
er xx 

c a = S (x t x 3 ...#„) = x t x 2 ...x a . 

Diese Bildungen werden als elementare symmetrische Funk- 
tionen bezeichnet. Sie sind dadurch von Wichtigkeit, dass jede ganze 
symmetrische Funktion der x>. sich als ganze Funktion der Q dar- 
stellen las st. 

§ 4. Wir beweisen diesen Hauptsatz der Theorie symmetrischer 
Funktionen derart, dass wir ihn für die einzelnen in § 2 charakteri- 
sierten Bildungstypen nachweisen, wobei sieh gleichzeitig auch die 
Methode der Überführung einer symmetrischen Funktion der x t in eine 
Funktion der c>. ergehen wird. 

Wir beginuen mit denjenigen Typen, die nur eine Wurzel in jedem 
Süuminanden enthalten, d. h. mit den Formen >S(a:/); eine solche Funk- 
.kiöii ist die Summe der A ,en Potenzen aller Wurzeln; wir führen die 
iMBeichnung &— 'iSfe 2 ) 
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ein. Dann ist es leicht, eine Rekursionsformel für die s* zu finden j 
falls X^n ist»* 

Die im vorigen Paragraphen aufgestellte Gleichung 4) 

X H — C t X n ~ l + C^X*" 2 — .. . + C n — 

hat die Wurzeln x — x 1} # 2 , # & , ...#», so dass für a— 1, 2, 3, ...?| 
die Gleichheiten gelten 

x a n + r — c 1 x ft n + r ~ 1 + c 2 x a n + r - 2 - .. . ± c n x a r = 0, r > 0. 

Addiert man die n Gleichungen, welche zu demselben r und zu «== lj 
2, 3, ...n gehören, so entsteht 

A) S n + r — C^ + r- l + C 2 ^ + r-2 ~ • • • ± ^Sr — 0, r i>0, 

wobei s =*n zu setzen ist. Dies ist die Rekursionsformel, vermöge 
deren s m (m^>n) durch s m _i, s m — 2, ...s m _» ausgedrückt wird. 

Es fehlt die entsprechende Formel für m<n. Um die^e abj 
zuleiten, setzen wir, da /'(^»O ist, 

/'(*) / N f( X )-fM % n -Za n X n ~ l -X a n - 1 , X»- 2 -X a n - 2 

//*.» — l_L>r w — 2-r -L T n — %f 2 4- ^ /* /V* — 2 -4- r n — 8 r i -y-n — 4/y. 2 i \ i 1 

—a*- 1 — ^ a >^ w - 2 + d 2 < a >tf*- 3 - d 3 (a ># n - 4 + . . ., ' 

wo demnach der Koefficient 

wird. Addiert man also die n Ausdrücke d'„, d",,, ...d u ia \ ...d u in \ 
so erhält die Summe d\ + d% +... + d /t (a) + ... + ^ (n) den Wert 
5) c^ — fy-i^ + c f4 - 2 s 2 — . . . + (— 1)% 

für alle Werte f*=l, 2, 3, ...w — 1. Anderseits ist d« (flf) als Koeffi- 
cient von x H —t 1 — 1 in der ganzen Funktion 

f( x ) 

— \X —~ X^J \X *^2/ • • • v^ ~~~ ^^ — 1/ \*^ *^ a ~f" 1/ • • • v^ — *^w/ 

3? *""* X& 

gleich der Summe aller Produkte von je fi Elementen, welche aus 
der Reihe 

•^1) ^2) -»»Xu — i, d/a-f.i, • . . X n 

herausgegriffen werden können. Die Anzahl dieser Produkte ist gleich 

(w — l)(n — 2)...(n — jtt)^ 

1727777* ' 

die Anzahl aller in der Summe d f f ,+d !f u +.'*d iU (n) vorkommenden 

Produkte von je fi Elementen daher gleich 
n (n-l)(n-2),.,(ft-fi) _ ft(n-l)(n-2),.,(fi- y+l) v _ , 
n T727^ 1.2.3...,* CW ~^ " 

, f 

* Euler: Opuscula varii argum. Demonstr. genuina theor. Newtoniani II, p. 1 
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liese Summe d\ + d n jU + ... + d lLl in) ist ihrer Bildung nach symmetrisch 
in den Elementen x 1} # 2 , ...#»; alle ihre Summanden sind von 

[gleichem Typus, nämlich gleich einem der -— ^-- i" 

Glieder von fy; jedes dieser Glieder kommt also, wie sich aus der 
! Vergleichung der Anzahlen ergiebt, (n — f*)-mal vor, d. h. es ist zu setzen 

d t fi + d\+... + d^=(n-^i)c^ 

und daher erhält man durch Verbindung dieses Resultates mit 5) 

Da s = n ist, so liefert diese Gleichung die gewünschte Rekursions- 
formel 
B) s M — c t s fl -i + c 2 s fi - 2 — .. .+ (— iy . p,Cp = <rc). 

Diese Reihe von Gleichungen in Verbindung mit A) löst das auf- 
gestellte Problem. Ausgeführt lauten die Gleichungen B) folgender- 
massen 


B.) 


°0 


>3 


c x - 0, 


5„_! — ^Sn-2 + ßjS»-3 — ...+ (— l) n_1 ^n-l = 0. 


An diese Gleichungen schliessen sich dann diejenigen von A) an * 

§ 5. Die Auflösung der Formeln A), B) liefert die Darstellung 
von s m durch die c 1? c 2 , ...c„. Es kann dies leicht durch Determi- 
nanten geschehen. Hier mögen wenigstens die ersten fertigen Formeln 
Platz finden** 

s = n, 


C) 


S l ~" C l 5 


S 2 — Ci ^2? 

^3 i== Ci DCj C 2 + O C 3 , 

s 4 ■= c/ - 4c x 2 c 2 + 4c t c s + 2c 2 2 — 4c 4 , 

Ok Ä= Ci O C i Ca -p' O C| v« ~t~ O C| C 2 O Cj Ca O C 2 8 "•" *^ ^5 • 

Dabei ist zu bemerken, dass z. B. für w = 4 alle c^, deren Index k 
grösser als vier ist, gleich Null gesetzt werden müssen; dies sieht 
man direkt ein oder man leitet es auch daraus ab, dass man zu den 
gegebenen vier Elementen x 19 x 2) # 3 , a? 4 noch beliebig viele andere 

* Die Formeln A), B) sind zuerst von Newton: arithm. univers. De trans- 
mntatione aequationum gegeben. 
';. ** Vergl. Faä di Bruno: Binäre Formen; deutsch bearb. von Walter, I § 1. 
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mit den Zahlenwerten Null hinzunimnit; denn hierdurch werden 
Potenzsummen in keiner Weise geändert, während die c 5 , c 6 , ... s 
lieh zu Null werden. 

§ 6. Nachdem diese Fundamentalaufgabe gelöst ist, gehen 
zur Darstellung symmetrischer Funktionen von der Form S(x 1 
durch die elementaren symmetrischen Funktionen c 17 c 2 , ... c n d< 
über. Wir setzen zuerst voraus, dass a von ß verschieden sei. \ 
man das Produkt der beiden Ausdrücke 

da — Xj -p j/ 2 T^ "S i • • • i "n ? 
Sj = V + V + X £ + • • • + X n 

bildet, so erhält man auf der linken Seite s u s t i. Rechts kann 
die Multiplikation derart durchführen, dass man zuerst je zwei u 
einander stehende Glieder vereinigt und dann die übrigen Prot 
ausrechnet. Das erstere Verfahren giebt 5«+/**, die zweite Oper 
liefert S(x t a x 2 *). Denn erstens gehören alle entstehenden Proc 
der Form x^x*!* an, zweitens kommt jedes Glied der Symmetrie 
Funktion Six^x/) wirklich vor und drittens tritt es auch nur ei 
auf. Daher ist 

6) S (X^X^) = S a 8 fi — Sa + fl (« < ß). 

Ist ferner cc = ß 7 so ändert sich bei der Multiplikation links gar ni 
an Stelle von s a .s* tritt nur s a 2 . Rechts geht s a -f.* in $2« übe: 
dass auch dabei keine Änderung auftritt. Dagegen gehen von 
übrigen Gliedern je zwei, die vorher verschieden waren, in ein 
ziges über, nämlich x l a x 2 P und x^x 2 c \ jedes in x 1 ce x 2 a ' 1 es wird 
aus 8(x 1 a x 2 ( i ) für cc = ß entstehen 2S(x 1 (X x 2 a ), und man erhält fol 
für gleiche Exponenten 

7) S(x 1 «x 2 °) = ±-(s a 2 -s 2a ). 

§ 7. Zur Berechnung der symmetrischen ganzen Funktionen 
Typus xfxfxf benutzen wir die drei Reihen 

a — «a^ H^ *b 2 -|- . . . -|- U/ n , 
Sß=*X 1 P + X 2 P + ... + X n P, 
Sy s= X^' -f~ X 2 * ~p ... ~7~ Xtf • 

Es seien zuerst die drei Indices a, /J, y unter einander vers 
den. Das Produkt der linken Seite liefert s a .Sp.s y . Rechts mul 
ziert man zuerst je drei unter einander stehende Summanden; 
liefert s a +ß+ Y . Dann multipliziert man je zwei einer Kolonne 
gehörige Glieder mit einem dritten zu einer anderen Kolonne ge 
gen; dies liefert die drei symmetrischen Funktionen S^x^^r 


V 

\ 
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(#/+y# 2 ft ), S(x^^ a x/). Nimmt man endlich die noch übrigen, 
,lso nur Glieder zusammen, welche verschiedenen Kolonnen angehören, 
Im erhält man die symmetrische Punktion S(x 1 a oc 2 /i x/). Es wird dem- 
nach mit Hilfe der Resultate des vorigen Paragraphen 

SaSpSy = S a + ß + y + (S a + ßSy — S a + ß + y) + \ S a+ySß — £ a -f/9-fy) 

+ (Sp + Y $c< - Sa+/9+y) + Sfa" xf x/) 
= — 2s a +ß + y + (ßa+pSy + Sß+yS a + Sy+ a Sß) + 8{x 1 a X^Xjf)\ 

8) Slxfxfxf) — SaSpSy— (s a +pSy+Sfl+yS a + ty+afy) + 2s a +ß+ r 

Wären zwei der Indices, z. B. cc und ß, einander gleich, so würde 
rechts in der letzten Gleichung 8) keine wesentliche Änderung ein- 
treten; dagegen würde links wieder 

gesetzt werden müssen, da je zwei Glieder x 1 a x 2 ^x/ und xßxfxg 
für cc = fi in ein und dasselbe Glied xfx 2 a xj übergehen. Ebenso 
würden sich für a = /S = y je 6=1.2.3 Glieder der Form xfx/xtf, 
welche im allgemeinen Falle von einander verschieden sind, zu einem 
einzigen vereinigen, so dass man hätte 

Demnach entstehen die beiden speziellen Formeln 

9) S{x 1 a X % u x/)^\ r {s t ?8ß - S 2a Sß — 2s a Sa+ß + 2s 2a +ß)i 
10) S(x 1 'Xfx/)~\-(8 m *-38i m 8 m + 28 tm ). 

§ 8. Da die bisher befolgte Methode in gleicher Weise auf Typen 
tron symmetrischen Funktionen angewendet werden kann, bei denen 
in jedem Gliede mehr als drei Elemente x% auftreten, so erkennt man 
lie Reduktion der höheren auf niedere Formen; und da eine jede sym- 
metrische Funktion in solche Typen zerlegt werden kann, so folgt: 

Lehrsatz II. Jede ganze symmetrische Funktion der Grös- 
sen x u x 2) ...x n lässt sich als ganze Funktion der Potenz- 
summen Sx derselben Grössen und datier auch als ganze 
Funktion der elementaren symmetrischen Funktionen c t1 c 2 , 
..c n ausdrücken. 

Es muss jetzt noch der wichtige Zusatz bewiesen werden, dass 
sine solche Darstellung einer symmetrischen Funktion nur auf eine 
einzige Art möglich ist. 

§ 9. Um diesen Nachweis zu liefern, nennen wir den Term 
x^ xj** x s m * . . . höher als x^x^xf ... } 
j*enn die erste der Differenzen 

i 
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welche nicht verschwindet, einen positiven Wert hat. Man legt al 
bei dieser Bestimmung eine willkürliche Rangfolge der x zu Grund« 
Dann enthalten 

als höchste Tenne die folgenden 

'** / y , <y* / y* / y* / y* www fi 

Al • 4*/< tA/O « «A/f «A/g •*/» a • • • tVl lA/o >4/ 3 • • • t4/ /. 1 • • • » 

und es liefert die Funktion 

c * C J c s Y • • • als höchsten Term ^ a +/*+y+ •••.a^H-yH— ••V 1 ' '"•• • 
Damit also die beiden höchsten Tenne zweier Ausdrücke 

Cicf CJ* cj . . . und Cicfcfcf... 
einander gleich seien, muss 

...y = c, = &, «==a; Cx = Ci 

werden, d. h. zwei verschiedene Systeme von Exponenten bei c 1} c 2 .. 
liefern verschiedene höchste Tenne. 

Könnte nun eine ganze symmetrische Funktion von x 1} # 2 , ... 
in zwei wesentlich verschiedene Funktionen von c 1} c 2 , ...c„ u 
gewandelt werden, so würde für alle Werte von x 17 x 2} ...x n < 
Gleichung 

bestehen; die Differenz qp — #, welche als Funktion der ex nicht id 
tisch Null ist (denn sonst würde die Umwandlung nicht auf zwei v 
schiedene Arten vor sich gegangen sein), ist als Funktion der x\ id 
tisch Null. 

Denkt man sich nun in q> — ty die etwa vorhandenen, sich geg 
seitig zerstörenden Tenne der c 1} Cg...c Ä getilgt und übersetzt 
zurückbleibenden Glieder in eine Funktion der x, welche nach ei 
der Variablen x geordnet 

heissen möge, so wird dieser Ausdruck nicht identisch Null sein, 
er einen aus 9 — # entspringenden höchsten, von Null verschiede] 
Term enthält. 

Es müsste demnach für jedes Spezialsystem von Werten für die 

fiXa r + f 2 Xa r - 1 +... + fr+l = 

* Gauss: Demonstr. nova altera etc., § 5, Ges. W. III. S. 37—38. Ve 
L. Kronecker, Monatsber. d. Berl. Akad. 1880, S. 943 ff. 
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lein. Wühlt man aber r-\-l Systeme von Werten für die 3';., welche 
lieh nur durch die für x„ festgesetzten Werte unterscheiden, so i 
rennt man die Unmöglichkeit dieser Annahme, und es folgt: 

Lehrsatz HI. Eine ganze symmetrische Funktion von 

..#„ lässt sich nur auf Eine Art in eine ganze Funktion 
er elementaren symmetrischen Funktionen «,, c ä1 ,..c„ um- 
setzen. 

§ 10. Die soeben gemachte Bemerkung, dass c^c^cj'... als höch- 
sten Term $*+!*+¥+. ,xj*+r+-- ■.x s r +-\.. liefert, führt dazu, den lite- 
ralen Teil einer gegebenen symmetrischen, homogenen ganzen Funktion 
der Dimension n sofort aufzustellen* 

Enthält nämlich die gegebene Funktion eine und daher jede der 
Variabein höchstens in der Potenz m, so darf jeder Summand des 
Ausdrucks in den c>. höchstens m Faktoren enthalten. Denn erstens 
liefern zwei verschiedene Tenne c°c/ C^...^ c^'c/c/... verschiedene 
höchste Terine, so dass diese sieh nicht zerstören können; und zwei- 
tens liefert cfcfejt ... die Potenz ie 1 "+f*+r+-- ) so dass a + /3 + y... 
^m sein muss. 

Ferner wird die Dimension von aj 1 "+' , +H-—.a^f+H---,a^H-— tt , 
gleich + 2/3 + 3}' + ..-; da der betrachtete Ausdruck ein homogener 
ist, muss bei dem entsprechenden Gliede, nämlich bei ufe/üf... die 
Summe « + 2/f + 3j< + ... gleich der Dimension n der homogenen sym- 
metrischen Funktion sein. Durch diese beiden Beschränkungen, welche 
den Exponenten der c auferlegt sind, nämlich: 

scheidet ein grosser Teil der möglichen Glieder aus. Sind also q ul 
t[ t) ... noch unbekannte Eonstante, so folgt z. B. für 

•S(x l a x i *x a s x^=*q c 1 + q&Cg + q s c ä c$ + cfac^Cf (m = 2, n = 7) 
und für 
S[(x 1 -x i Y(x s -x s y(x s -x 1 ) i ]^q C e + q rl C 1 ^ + q a c a c A + q a c i a + q i C ! :1 C i + 

+ 2fi^^+2s^ 3 + ?7 c i 3c s+Ss t; i ;; <Y i - 
Die noch unbekannten numerischen Koeffizienten werden dann am ein- 
fachsten durch Zahlenbeispiele berechnet. So erhält man im zweiten 
Falle für 
J) «i=l, x i = — 1, 3^=3^ = . .. = 0; c, = 0, c, = — 1, Cg = c 4 =... = 0, 

S-4 — s .; 1, — i- 


* Vergl. Salmon: LeeaonB introd. to tbe modern higher Algebra 
: Monateber, d. ßerf. Akad. 1880, S. 943 ff. 
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XX ) *j = X , t£o* 1 ~~' X • Xo—X* ~~~~ • • • s== yJ X c* — — • & , C« *— ~* X , Co a=s Ci ~~~ • • • ~~ ~ v j 

fif = 0— 16^3 — 4.27g 7 ; 272 7 = 4g,. 
£«400^ 36 & -7 3 g 7 ; g 8 — -27; g 7 4. 

S-0— 27+9g 6 -108-108+81; ff 6 -18. 

u. s. f. 

Sind #!, # 2 , # 3 die einzigen vorkommenden Grössen, so geht 
linke Seite in den Ausdruck (x t — x 2 ) 2 (x 2 — x 9 ) 2 (x 3 — x t ) 2 über, 
wir mit d bezeichnen und „Diskriminante der Grössen x 1} x 2y 
benennen. Die wesentlichsten Eigenschaften dieser Funktion sind 
dass sie symmetrisch ist und dass ihr Verschwinden für die Gle 
heit zweier der drei Grössen x ly # 2 , x 3 hinreichend und notwendig 
Rechts muss c 4 = c 5 = c 6 = gesetzt werden und es entsteht daher 

Gleichung 

j — _ 27 c 2 + 18c t c 2 c s — 4c 2 3 — 4c 1 3 c 8 + c x 2 c 2 2 . 

§ 11. Allgemein können wir als die Diskriminante der n Gr 
§en # x , # 2 , ...x n diejenige symmetrische Funktion der Xi bezeichi 
deren Verschwinden für die Gleichheit zweier der n Grössen xx ] 
reichend und notwendig ist. Sie hat die Form 

11) J^n(xx — x ILl ) 2 (Kp] A=»l, 2,...w— 1; ft=2, 3,...w 

= [X^ X 2 ) [X^ X 3 j [X^ X±) • • . (3?i X n j 

(x 2 X$ ) (X 2 X±) • . . (x 2 x n ) 

[X 3 X± ) . . . (#3 X n j 


(X n — i x n ) , 
und enthält ^ 9 — - Faktoren von der Form (xi — x^) 2 , (l<(i); i 

Dimension ist n(n— 1); die höchste Potenz, in welcher jede 
bekannte x vorkommt, ist die 2(w— l) te ; sie ist das Quadrat ei 
ganzen, nicht mehr symmetrischen Funktion der x u x 2) ...x n , 
welcher noch vielfach die Rede sein wird. 

§ 12. Wir gehen zur Berechnung einer symmetrischen Funki 
über, bei welcher die Diskriminante eine Rolle spielt. Die Gleichu 
deren Wurzeln x u # 2 , ...x n sind, heisse wie oben 3) 

dann wird, wenn wir setzen 
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r alle Werte A*=l,2,3,...n die Gleichung gelten 

f ( X s fa — X l) (^ — ^)..-(«il - #*-l) (#A — #A-fl) • • *(XX ~ Xn). 

Wir bilden die symmetrische ganze Funktion 

ese enthält nur n solcher Summanden; jeder derselben ist durch 
— x 2 teilbar, da in jedem mindestens einer der beiden Faktoren 
(#1)? f'( x 2) auftritt; ja es sind alle Summanden, mit Ausnahme der 
iden ersten, durch (x t — x 2 ) 2 teilbar, da jene anderen sämtlich 
(#i)./*'(# 2 ) enthalten. Diese beiden ersten aber lauten zusammen- 
inommen 

/ \ X SJ t \p4j * • •/ \ X n) • (#l~#2) i ^IH"^) \ X 2~~ X 4j' • ~ X 2 \ X 1~~ X 9) \p^i~~ X 4j' • • I • 

iese Summe ist, weil ja die geschweifte Klammer für x 1 =% 2 zu 
tili wird, auch durch (x 1 ~x 2 ) 2 teilbar. Es ist also {x 1 — x 2 ) 2 ein 
iktor von S. Was von den beiden Wurzeln # n x 2 gilt, ist auch für 
ie andere Kombination #*, x fl richtig. Es hat somit S den Faktor 

4 = II{xx — x^) 2 (^<ft; A= 1, 2, ...n— 1; /tt = 2, 3, ... n), 

x,n 

h. S ist durch die Diskriminante von f(x) teilbar, wo f(x) als 
jpräsentantin der n Wurzeln x u x 2 , ...x n eingesetzt ist. Nun ist 

f (x t ) nach x x vom Grade n — 1 , 

f'(x x ) „ Xl „ „ 1(1+1);* 
[glich ist 

x i a f(x 2 )f t (x 3 )...f l (x n ) nach x t vom Grade a + n— 1, 

id, falls a geringer ist als n— 1, wird 

/S nach sCj vom Grade 2n — 3. 
$ ist aber 

^/ „ # x „ „ 2w — 2; 

■ ^/ ein Teiler von S ist, so muss der andere Faktor Null sein, d. h. 
Lr erhalten die Formel 

S[x l a f'(v s )f'(x 3 )...f'(x x )] = 0, («<«- 1.) 

* Das Zeichen ={= möge „ungleich" bedeuten; es ist in vielen Fällen dem ^ 
rzuziehen, z. B. in allen, in welchen Grössenverhältnisse nicht auftreten. 
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Ohne Änderung des Beweises und des Resultats hätten wir 
x x a eine beliebige Funktion des Grades a nehmen können; es sei <p 
eine solche, dann wird 

S[(p(x 1 )f'(x 2 )f t (x 3 )...f t (x n )] = (falls <p vom Grade a<w— 1 isi 

Die gewöhnliche Form, unter welcher die vorstehende Gleicht 
geschrieben wird, geht aus der eben erhaltenen durch Division mil 

f^r&w (*,)-/•'(*») - (- in *~ * 

hervor-, sie lautet 

D) ? 7R~~\ = (falls <p von geringerem Grade ist als f). 

Ist « gleich n — 1 , so wird 

S nach x t vom Grade 2n — 2, 
d „ x l $, „ 2n— -2, 

und da zl ein Faktor von S ist, so können beide Funktionen S i 
d sich nur durch einen von x x unabhängigen Faktor unterscheid 
Was für x 1 gilt, ist für jede der anderen Grössen xx richtig; also 

wo c einen numerischen Faktor bezeichnet. Um diesen zu berechn 
beachten wir, dass nur der erste Summand in S nach x x vom Gn 
2n — 2 wird, dass alle folgenden von niederen Graden sind, und d 
der Koefficient von x^ n ~ 2 infolgedessen gleich 

V *■) V^2 *^3/ \p2 ^4/ * * * v^2 %* ) ' v^S ^2/ \^3 *^AJ * * * v^8 &n) • • 

• • • \pCn #2/ v*'* *^S/ • * • v^ n *^ n — V 
n(n— 1) 

= ^ Jj 2 (# 2 a?j| (# 2 3^ • ••(#2 %*) '\^3 *^4/ •••\% *^»/ •••(^'» — 1 — 3 

ist. In cd ist der Koefficient von x 1 in ~ 2 gleich 

C • [X2 X$) [X2 *^4j • • • v^2 ^»/ • v^8 ^4/ • • • \^8 ^»/ • • • V^» — 1 — &n 

so dass sich ergiebt n(n _ t) 

c -(-l)-i- 
und «(»— i) 

S [ai— l fix,) f (x s ) ...f (x n )] - (- irr~4 

oder, ähnlich wie oben, durch Einführung der ganzen Funktion tp 

S [<P (*i) f («*) ■••/■' (*»)] — (- 1)~2~~ ^ (falls <p (x)^»- 1 + ax»-*+. . . i 


* Die Formeln D), E) stammen von Euler: Calcul. integr. II § 1169. 
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% 13. Ist eine aus den Elementen x,, x s , ...#„ gebildete ganze 
■Funktion nicht symmetrisch, so wird sie bei allen möglichen Ver- 
tuschungen der x lt ...a:, untereinander verschiedene Formen und 
üso bei von einander völlig unabhängigen x auch verschiedene Werte 
.annehmen. Die Ausführung einer derartigen Vertan schung oder Per- 
mutation der Elemente x- t untereinander soll Substitution heissen, 
so dass die Permutation das Resultat einer Thätigkeit, der Substitu- 
tion ist. 

Eine beliubigi.* Substitution verändert die Form einer symmetri- 
schen Funktion nicht; dagegen giebt es andere Funktionen, deren 
Formen durch Substitutionen geändert werden können; so nehmen 

I) x,- — x^ -f Xg* — a: 4 ', x^x,, -j- X l x i + x,„ ,r, s -f r,* + x l 
bei gewissen Substitutionen andere Werte an, z. B. bei der Vertau- 
schung von x\ und x% die Werte: 

II) - a-i* + x t * + x a * - xf, x^Xg ■+ x t x 6 -f x e , x t > + x,' + .r ä . 

Die beiden ersten von diesen drei Funktionen 1) bleiben für 
die Vertauschung von x i und x t ungeändert, die zweite ferner, wenn 
man z 4 und x b miteinander vertauscht u. s. w. 

Je nach der Anzahl der Werte, welche eine ganze Funktion bei 
allen überhaupt möglichen Vertauschungen der Elemente annehmen 
kann, heisst dieselbe ein-, zwei-, drei-, vierwertig u. s. f. Die 
Existenz einwertiger Funktionen war ersichtlich; die Hauptsätze aus 
der Theorie derselben sind im ersten Teile dieses Kapitels besprochen 
worden. 

Wir werfen jetzt die Frage nach der Existenz zweiwertiger Funk- 
tionen auf. 

Angenommen, es gäbe zweiwertige Funktionen, so sei 
f (#i) ** • ■ ■ x ") eme so ' cne i mre beiden Werte bezeichnen wir durch 

tp 1 (#!, x 3 , ...x K ) und <p 2 (#!, x s , ...x^). 
Was für Substitutionen auch immer auf <p(# 1( ...x a ) angewendet wer- 
den mögen, das Resultat wird rp t oder gi ä sein; ebenso ensteht aus 
$>, oder Wz an ter der Einwirkung einer Substitution immer wieder qs, 
oder q> t . Wendet man auf <p, und auf tp 2 gleichzeitig dieselbe Sub- 
stitution an, so wird die Einwirkung derselben auf ip, etwas anderes 
hervorrufen als auf op a ; denn es ist 

«) 9>i0'n %i ■•■*-•) TftO^i ■''*) — *D> 

und führt nun die Substitution x r in a.',,, x t in #,-,, ...x" in x, a , ... 
Ober, so wird auch im Resultate 
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werden, denn die beiden linken Seiten von a) und ß) unterscheide 
sich nur durch die Bezeichnung der Argumente von einander, un 
ebenso die rechten Seiten. 

Da nun <Pi(%i l} #»,, •••#/„) infolge der Zweiwertigkeit entwed« 
gleich <p 1 (x i} ...% n ) oder gleich <p i (x v ...x 1 ) ist, so wird ^p % {x in x i%% ...x x 
respektive gleich ^2(^1? •••#») 0Q, er gleich <p i (x 1} ...x n ). Mit ander« 
Worten: Diejenigen Substitutionen, welche den einen Wei 
der zweiwertigen Funktion <p nicht ändern, ändern auch de 
anderen nicht; diejenigen Substitutionen, welche den eine 
Wert von q> in den anderen überführen, verwandeln diese 
zweiten rückwärts in den ersten. 

Bilden wir jetzt aus der angenommenen Funktion <p, über der< 
Existenz noch gar nichts feststeht, die Differenz ihrer beiden Wer 

#i—9>i — 9>2i 

so hat diese Funktion gleichfalls zwei und nur zwei Werte. Dei 
jede Substitution lässt entweder <jPj und <p 2 ungeändert und damit au< 
^ 1? oder sie verwandelt q> x in g> 2 und q> 2 in <p x und ruft dadurch d< 
zweiten Wert. 

♦* Ä 9>2 - 9>1 — - ^1 

hervor. Existiert also eine zweiwertige Funktton qp, so existiert au< 
eine zweiwertige Funktion #, deren beide Werte sich nur durch ik 
Vorzeichen von einander unterscheiden. Das Quadrat dieser Funkti< 
ist daher symmetrisch. Eine solche Funktion heisse eine alterni 
rende Funktion. 

§ 14. Bleibt eine Funktion für jede Umsetzung von 
zwei Elementen xx ungeändert, so bleibt sie überhaupt ui 
geändert, was für eine Substitution auch auf sie angewendi 
wird. Denn jede Substitution lässt sich aus einer Reihe von de 
artigen Umstellungen, die wir Transpositionen nennen wollen, zi 
sammensetzen. Wir nehmen an, die Richtigkeit dieses Satzes sei fl 
n— 1 Elemente nachgewiesen; dann zeigen wir sie auch für n Element 
Sollen # 15 # 2 , # 8 , ...x n durch x in # t - 2 , # tj , ...x 1n ersetzt werden, ^ 
die Zahlen i u i 21 ...i„ eine Umstellung der Zahlen 1, 2, 3, ... 
bedeuten, so führe man zuerst die Transposition aus, welche x x ui 
x ix vertauscht; dadurch geht x 1} x 29 # 3 , ...x n in x ii7 #* 2 , #*,, ...a 
über, wo die Tc a bis auf ein einziges Je mit den a übereinstimmen, ui 
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in hat dann nur noch die Überführung von x in #* 2 , #* 3 , ...x kn in 
, x { ^ x fi) . ..&7 n zu bewerkstelligen. Da das erste x in beiden 
eilungen schon dasselbe ist, so ist nur noch x* %1 #*,, ...x kn in x t - 2) 
, ...x in umzuwandeln, d. h. die Aufgabe ist auf die gleiche bei 

- 1 Elementen reduziert. 

Für w = 2 ist der Satz selbstverständlich. Folglich ist er all- 
mein bewiesen und wir sehen: 

Lehrsatz IV. Jede Substitution kann durch eine Folge 
n Transpositionen ersetzt werden. 

§ 15. Es giebt also mindestens eine Transposition, welche den 

ert einer alternierenden Funktion ändert und ihn dadurch in den ent- 

gengesetzt gleichen umwandelt. Diese Transposition möge x a und 

mit einander vertauschen. Dann wird bei der Funktion # des 

13 zu setzen sein 

ip \X^ » • • • Xfg , • • • Xß , • • • Xfij -"-"• ""~ Tf) \X\ j • • • *"*ß j • • • et i • • • *^n)* 

r = Xß wird daher # gleich seinem entgegengesetzten Wert, d.h. 
rieh Null. Demnach wird 

ty \Xi , •••#, ... Xß , • • . Xn ) === u , 

Gleichung für die Unbekannte z aufgefasst, die Wurzel z=*Xß 
ben; das Polynom # ist also durch z — Xß teilbar; folglich hat 

1f> (X^ y . . . Xq) . . . Xß , ... X n ) 

i Faktor x a — Xß und die Funktion # 2 den Faktor (# Ä — #/*)*• 

Weil ferner il> 2 nach § 13 symmetrisch ist, so enthält es alle 
ktoren von der Form (x a — Xßf; dies wird durch die Unveränder- 
bkeit der Form einer symmetrischen Funktion bedingt. Nun war 

j Diskriminante der n Werte x 1} x 21 ...x n ] also haben wir den 

Lehrsatz V. Jede alternierende Funktion ist durch ]/i/ 
ilbar. 

§ 16. Über die Existenz alternierender Funktionen ist auch durch 
n letzten Satz noch nichts ausgesagt. Der folgende Lehrsatz giebt 
ifschluss über diese Frage. 

Lehrsatz VT. Die Quadratwurzel aus der Diskriminante 
r n Grössen # n # 2 , ...#» ist eine alternierende Funktion 
eser n Grossen. 
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Denn ("j/^/) 2 ist symmetrisch in den x\ Yd hat also höchst« 
zwei Werte. Schreibt man 

Y'J = (x x — x 2 ) (x t - x s ) ,..(z t — x n ) 

(X 2 X^j . . . \X 2 %n) 


und wendet die Transposition an, welche x x und x 2 mit einander 1 
tauscht, so ändert der erste Paktor der ersten Zeile sein Vorzeich 
die übrigen Faktoren der ersten Zeile gehen in die darunter steh 
den der zweiten über, und umgekehrt die der zweiten in die darü 
stehenden der ersten Zeile, während in den übrigen Zeilen, wel 
weder x x noch x 2 enthalten, keine Änderung vor sich geht. Es w 

also aus ]/^ entstehen — "|/^. Folglich hat "|/^ mindestens z 
Werte. 

yj ist also in der That zweiwertig. 

§ 17« Lehrsatz VII. Jede alternierende ganze Funkti 
ist von der Form 

wobei Y~J die Quadratwurzel aus der Diskriminante und 
eine beliebige ganze symmetrische Funktion bedeuten. 

Dass S.y^d eine alternierende Funktion sei, erkennt man sofi 
Ist umgekehrt tp eine alternierende Funktion, so ist sie nach d 

Lehrsatze V) durch y\J teilbar. Es sei (Y^) m die höchste als Fak 

von tl> vorkommende Potenz von Y^d. Dann wird der Quotient 

l2) 5§r* 

da in ihm Zähler wie Nenner höchstens ihr Zeichen ändern körn 
ein- oder zweiwertig sein. In letzterem Falle würde nach demsell 

Lehrsatze V) der Quotient gegen die Voraussetzung noch durch ] 
teilbar sein. 12) ist also symmetrisch und es folgt, wenn wir diei 
Quotienten durch S x bezeichnen, 

Wäre m gerade, so wäre die rechte Seite und damit ^ selbst e 

wertig; es ist somit w = 2n + l, und da (|/ ' J) n '=» J n also symmetrii 
wird, so können wir diese Potenz zu S x ziehen und erhalten 
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Zusatz. Aus der Form der alternierenden Funktionen 
Igt, dass sie bei einer beliebigen Substitution gleichzeitig 

it ]/z/ ungeändert bleiben oder gleichzeitig mit )/z/ ihr Vor- 
ichen ändern. 

§ 18. Hiernach können wir jetzt die allgemeine Form zweiwer- 
jer Funktionen finden. Ist <p eine solche Funktion, so wird die 
mme ihrer beiden Werte q> 1 + q> 2 symmetrisch, die Differenz qpj — q) 2 
rselben alternierend; wir können also setzen 

9>i + 92 = 2# x , q> x — q> 2 = 2S 2 y ' A. 
eraus folgt dann durch Addition und Subtraktion beider Gleichungen 

k-s^s.Vj, fp 2 -s 1 -s 2 VÄ > <p=s x ±s 2 yj. 

iss umgekehrt jede Funktion dieser Form zweiwertig ist, erkennt 
in ohne weiteres. 

Lehrsatz vui. Jede zweiwertige ganze Funktion hat die 

)rm ?-$+-s;y^, 

)bei Sn S 2 ganze symmetrische Funktionen und Y^ die Qua- 
atwurzel aus der Diskriminante bedeuten. Umgekehrt ist 
ie Funktion der angegebenen Form zweiwertig. 

Zusatz. Jede ganze zweiwertige Funktion bleibt bei Sub- 

itutionen zugleich mit ]/Ä ungeändert oder sie ändert sich 

gleich mit Y<d. 

§ 19. Aus den Zusätzen zu 'den beiden letzten Theoremen er- 
nnt man, dass es von Wichtigkeit ist, die Substitutionen aufzufinden, 

lche den Wert von YÄ nicht ändern. 

Von der Transposition, welche x x und x 2 vertauscht, wissen wir, 

ss sie YU ändert (§ 16). Ebensogut hätten wir aber das dortige 
hema in anderer Weise anordnen können, so dass etwa x a und Xp 
i Stellen von x x und x 2 einnehmen; nur wüssten wir dann nichts 
er die Bestimmung des Vorzeichens. Jedenfalls wird aber durch 
3 Transposition, welche x a und xp untereinander vertauscht, einer 

r Werte von |/^ geändert; also nach § 13 auch der andere. Folg- 

h wird y f A bei Anwendung einer ganz beliebigen Transposition den 
tgegengesetzten Wert annehmen. 

Dieses Resultat lässt sich leicht erweitern. Wendet man fi Trans- 

sitionen nacheinander auf y f A an, so wird das Vorzeichen dieses 

isdrucks fi mal geändert; es tritt demnach zu ]/^f der Faktor (— \Y 

Netto, Substitutionentheorie. * 
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hinzu. Ist fi gerade, so bleibt Y J ungeändert; ist ft ungerade, s< 

geht y^/ in — )/^ über. Gemäss § 14 Lehrsatz IV) können wir als< 
sagen: 

Lehrsatz IX. Alle Substitutionen, welche aus einer un-j 
geraden Anzahl von Transpositionen gebildet werden kön 

nen, ändern den Wert |/^ in — ]/^f um; alle aus einer geraden 

Anzahl von Transpositionen gebildeten lassen]/^/ ungeändert 
Dasselbe findet bei jeder zweiwertigen Funktion statt. 

Zusatz. Eine Substitution, die sich auf eine Art aus einer 
geraden respektive ungeraden Anzahl von Transpositionen 
zusammensetzen lässt, enthält bei jeder möglichen Zerlegung 
eine gerade respektive eine ungerade Anzahl von Trans- 
positionen. Denn änderte sich dieser Charakter, so müsste dieselbe 

Substitution einmal Y^ ändern, einmal es ungeändert lassen. Dass 
bei der Zerlegung einer Substitution in Transpositionen grosse Will- 
kürlichkeit herrscht, ist leicht einzusehen. 

Wir kommen im nächsten Kapitel auf die durch den obigen Zusatz 

* 

angeregten Fragen zurück. 

§ 20. Lehrsatz X. Jede zweiwertige Funktion ist die Wur- 
zel einer Gleichung zweiten Grades, deren Koefficienten ra- 
tionale symmetrische Funktionen der Elemente # u # 2 , ...#„ 
sind. 

Aus der in § 18 gefundenen Form 

* 

folgt für die elementaren symmetrischen Funktionen von (p t und <p 2 

beide Werte sind symmetrische Funktionen der Elemente. Wir er- 
kennen, dass die Gleichung 

die Wurzelwerte q> t und <p 2 liefert. 

Zu bemerken ist hierbei, dass nicht umgekehrt jede quadratische 
Gleichung mit symmetrischen Funktionen zu Koefficienten auch zwei- 
wertige Funktionen in unserem Sinne zu Wurzeln hat. Es ist dazu 
nötig, dass diese Wurzeln in den Elementen x u # 2 , ... x n auch ratio- 
nal seien, was im allgemeinen nicht der Fall ist. 


T 
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Zweites Kapitel. 
Mehrwertige Funktionen und Substitutionengruppen. 

§ 21. Es ist nach den Auseinandersetzungen des vorigen Kapitels 
möglich, den Gang unserer weiteren Untersuchungen wenigstens in 
allgemeinen Umrissen anzudeuten. Genau wie wir einwertige und zwei- 
wertige Funktionen behandelt und die Substitutionen aufgesucht haben, 
welche die letztere Klasse von Funktionen ungeändert lassen, so wird 
es sich weiter darum handeln, die Existenz von Funktionen mit vor- 
geschriebener Wertezahl darzuthun oder als unmöglich nachzuweisen; 
die algebraische Form dieser Funktionen zu studieren; den Komplex 
aller derjenigen Substitutionen kennen zu lernen, welche eine vorliegende 
mehrwertige Funktion ungeändert lassen; die Beziehungen aller Werte 
dieser Funktion zu einander aufzusuchen. Weiter wird es sich darum 
handeln, die mehrwertigen Funktionen zu klassifizieren; sie — vielleicht 
wie die zweiwertigen — als Wurzeln von Gleichungen mit symmetri- 
schen Funktionen der Elemente als Koefficienten darzustellen; die Be- 
ziehungen zwischen Funktionen zu entdecken, welche für dieselben Sub- 
stitutionen ihren Wert nicht ändern u. dergl. m. 

§ 22. Zuerst muss eine expedite Schreibweise für Substitutionen 
ausfindig gemacht werden. — Wir betrachten eine rationale ganze 
Funktion der n von einander unabhängigen Grössen x u x 27 ... x n \ diese 
möge mit <p(x l9 x 2j ... x n ) bezeichnet werden. Ändert man in diesem 
Ausdrucke die Stellungen der Elemente xi derart ab, dass man in cp für 

#!, # 2 , ... x n respektive setzt x in #, 2 , ... x inf 

wobei der Komplex i 1} i 21 ... i n eine beliebige Permutation der Zahlen 
1, 2, ... n bezeichnet, so erhält man aus der ursprünglichen Funktion 

<p (x ±1 x 2} . . . x n ) den Ausdruck <p (# fl , # f - 2 , . . . x in ). 

Wir betrachten die Art der Darstellung eines solchen Überganges von 
#!, x 2y ...x n zu x in #,- 2 , ...#»„; wir haben ihn im vorigen Kapitel be- 
reits mit dem Namen einer Substitution- belegt. 

A. Erstens kann man denselben durch das Symbol 

/ X^ y X 2 , X$ , ... Xfl \ 

\Xi n #, 4 , #,-,, ... X{ n J 

bezeichnen; es mag dies andeuten, dass ein jedes Element der ersten 
Seile durch das darunterstehende der zweiten ersetzt werden soll. 
Unbeschadet der Vollständigkeit der Darstellung können dabei alle 

2* 
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diejenigen Elemente, welche durch die Substitution nicht berührt werde] 
in dieser Darstellung weggelassen werden, alle diejenigen also, für welch« 
%k ■= #t k ist. Freilich müsste dann die Zahl der Elemente von vornhereii 
bekannt sein, ebenso wie dies bei q> selbst statthaben muss, indem z.ß! 
aus der Form i p = x l x i + x 8 x i 

noch durchaus nicht ersichtlich ist, ob nicht etwa noch Elemente # 5 , x 6} ... 
der Betrachtung zu Grunde liegen. 

B. Zweitens kann man von den Resultaten des vorigen Kapitels 
Gebrauch machen: Jede Substitution kann in eine Reihe von Trans- 
positionen zerlegt werden. Bezeichnen wir eine solche Transposition, 
d. h. die Umstellung zweier Elemente untereinander dadurch, dass 
beide in eine Klammer geschlossen werden, so wird jede Substitution 
als eine Folge , \ / • \ /, \ 

dargestellt werden. Dabei kann die Zerlegung auf die mannigfaltigste 
Art vor sich gehen. Denn wir können, wie in § 14 des vorigen Ka- 
pitels gezeigt worden ist, zuerst durch eine Transposition ein ganz 
beliebiges Element an seine richtige Stelle bringen und dann mit den 
noch umzustellenden n — 1 Elementen in gleicher Weise fortfahren. 
Ja wir können hierbei auch eine ganz willkürliche Transposition ein- 
schieben und deren Wirkung dann durch eine oder mehrere nicht un- 
mittelbar folgende Transposition wieder zerstören. 

C. Drittens kann man jede Substitution auch in der Form 

darstellen. Die Bedeutung einer der aufgeschriebenen Klammern ist 
folgende: Jedes der in ihr vorkommenden Elemente mit Ausnahme des 
letzten wird durch das folgende, das letzte aber durch das erste der- 
selben Klammer ersetzt. Man denkt sich die Klammern also cyklisch 
geschlossen, .z. B. so, dass alle Elemente derselben aufeinander fol- 
gend auf der Peripherie eines Kreises angeordnet sind. Will man von 
der Darstellung in A) zu der jetzigen übergehen, so würden die Cykel 
lauten: , .. . 

(%lXi l '%i i . . .) \X a Xi a Xi. . . . ) . . . 

Auch hier ist es klar, dass die Elemente, welche von der Substitu- 
tion nicht berührt werden, die also für sich allein je einen Cyklus bilden 
würden, fortgelassen werden können. Es sind dies dieselben, welche in 
der ersten Darstellung gleich den unter ihnen stehenden Elementen sind 

Die Klammern, in welche auf diese Art die Substitutionen zt 
legt werden, sollen Cyklen heissen. I 


\ 
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Eine vierte Darstellungsart, welche sich bei vielen wichtigen Spezial- 
illen als unentbehrlich ausweist, wird später besprochen werden. 

§ 23. Es ist ersichtlich, dass in jeder dieser drei Darstellungs- 
eisen A), B), C) etwas Willkürliches liegt. Bei A) ist die Anord- 
mg der Elemente in der ersten Zeile ganz in unser Belieben gestellt; 
ü B) kann, wie wir gezeigt haben, die Art der Zerfällung in Trans- 
>sitionen sehr verschieden sein; bei C) ist einmal die Aufeinanderfolge 
>r Cyklen und zweitens das Anfangsglied jedes einzelnen Cyklus will- 
irlich. 

Die erste dieser drei Darstellungsweisen leidet trotz ihrer schein- 
en Einfachheit doch an Unübersichtlichkeit; die zweite daran, dass 
a und dasselbe Element beliebig oft in die Darstellung eintritt, so 
.ss die wichtigste Frage: „durch welches Element wird ein gegebenes 
setzt?" nicht auf den ersten Blick entschieden werden kann, und 
ss die Gleichheit zweier Substitutionen nicht sofort durch ihre Dar- 
sllung klargelegt wird. 

Wir werden daher in den folgenden Untersuchungen fast ausschliess- 
h die Darstellung durch Cyklen verwenden. 

Als Beispiel für das Auseinandergesetzte mag für n «= 7 folgende 
ibstitution dienen: 

Die Folge x 1} x 21 # 3 , # 4 , x 6? # 6 , x 1 soll durch # 3 , # 7 , # 6 , # 4 , x v 
, x 2 ersetzt werden. 

Die erste Methode liefert 

(X x X 2 #3 #4 #5 X 6 Xfj\ _ /#! X 2 X B X 6 X 7 \ ^ 
Xg Xy X§ X± 3/j Xq X 2 ) \X$ Xtj Xft X x X 2 J 

ch der zweiten findet man für die Substitution 

[x x x^) (x^) (x 2 x 7 ) = {x^q) \XiX h ) (x^) (x^) (x^x^ 

— (#3 # 4 ) {X^XqJ (XiXfj) (#3 #7) (XiXß) (#2^7/ 0^4 ^5/ \ X 2 X 4j V X '2 X g) === • • • 

Da wir hier die Zerlegung in 3, 5 und 9 Transpositionen, also 
lesmal in eine ungerade Anzahl besitzen, so ist dies zugleich ein 
ispiel für Kapitel 1 § 19 Zusatz, und lehrt, dass Vd für die hier 
trachtete Substitution ihr Zeichen ändert. 

Die dritte Methode liefert 

{X 1 X 3 X 6 ) (X 2 X 7 ) [XjJ (Xq) — \X X X Z X 6 ) {X 2 X 7 ) *» (#2 ^7/ (^S^Ö^l) 

= (X,jX 2 ) (X&X^s) = . . . 

§ 24. Wir suchen die Anzahl aller möglichen Substitutionen auf, 
lern wir diejenige aller möglichen Permutationen bestimmen. 

Zwei Elemente x x , x 2 können zwei verschiedene Permutationen 
den: x x x 2 und x 2 x v Kommt ein drittes Element zu diesen beiden, 
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so kann es bei jeder der vorhandenen beiden Permutationen au d< 
Anfang treten: x % x x x^ x^x^x^ oder in die Mitte x t x s x 2 , x 2 x s x xi od< 
ans Ende: x x x % x^ x 2 x x x s . Es giebt also 2.3«= 3! Permutationen unt« 
drei Elementen. Tritt ein viertes Element x 4 auf, so kann es bei jed< 
der vorhandenen 2.3 Permutationen an die erste, zweite, dritte ode] 
vierte Stelle treten und dadurch aus jeder der vorhandenen 4 neu) 
hervorrufen; es giebt also 2.3.4-= 4!, ebenso bei 5 Elementen 
Permutationen u. s. w., bei n Elementen n\ Permutationen. 

Nimmt man nun für die erste Zeile in der Darstellungsweise A)| 
der Substitutionen die natürliche Folge der Elemente x 19 x %f ... x n und 
für die zweite Zeile der Reihe nach alle n\ möglichen Permutationen 
derselben, so erhält man alle möglichen von einander verschiedenes 
Substitutionen der n Elemente. 

Zu bemerken ist, dass hierunter auch diejenige Substitution ent- 
halten ist, bei der die erste und die zweite Zeile übereinstimmen. 
Diese stellt also gar kein Element um; sie werde mit 1 bezeichnet 
und als Einheit oder auch als identische Substitution angesehen. 

Lehrsatz I. Für n Elemente giebt es n! Substitutionen. 

Um aus der Darstellungsweise B) dasselbe Resultat ableiten zu 
können, müssten eingehendere Untersuchungen gemacht werden, für 
welche hier nicht die Stelle ist; bei der Darstellungs weise C) ist es 
leicht, mit Hilfe der strengen Induction die Anzahl n\ festzustellen. 

Man gelangt dabei zu einer Reihe interessanter Beziehungen, von 
denen wenigstens eine hier angegeben werden- mag. Enthält eine Sub- 
stitution, in deren Ausdruck alle Elemente aufgenommen werden 

a Cyklefi von a Elementen, b Cyklen von ß Elementen, ... 
N) aa + bß + ... = n, 

so lassen sich aus ihr durch Umstellung der Cyklen und durch Ver- 
schiebung der Elemente jedes einzelnen Cyklus 

a\a?.b\ ß h . . . 
Ausdrücke für dieselbe Substitution ableiten; folglich giebt es 

n\ 

a\a a .b\ß b ... 

von einander verschiedene Substitutionen, welche a Cyklen von a Ele- 
menten, b Cyklen von ß Elementen u. s. f. besitzen. Summiert man in 
Hinsicht auf alle möglichen Zerlegungen N) der Zahl w, so erhalt 
man alle möglichen n! Substitutionen. Daher ist 


2j alcf.blßK..^ 1 * 


* Cauchy: Exercices d'analyse III, 173. 
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M-. % 25. Wendet man nun alle diese n\ Substitutionen auf <p (x lf . . . # w ) 
Jpan, d. h. führt man jede dieser Substitutionen, welche kurz mit 

"1 =Ä 1 , &) ) Og , • . • Oft , . . . Ofl J 

bezeichnet werden mögen, zwischen den x xi x 2 , ...x n in dem Aus- 
drucke g? durch, so erhält man, den durch die Substitution s t -= 1 her- 
vorgerufenen mitgerechnet, n\ Ausdrücke, welche mit 

9*. = 9i = 9> 9*^ 9*,> • • 9*«j • • • 9*»;, 
oder wohl auch, wenn keine Verwechselung zu befürchten steht, mit 

9lJ 92? 9 3 ? •••9«; ••• 9«! 
bezeichnet werden mögen. Diese Werte brauchen nicht alle von ein- 
ander verschieden zu sein; einige können den ursprünglichen Wert 
9 r i> x 2t ••• x n) wieder annehmen. Auf den Komplex derjenigen Sub- 
stitutionen, welche den Wert von q> nicht ändern, richten wir zunächst 
unsere Aufmerksamkeit. Ist op symmetrisch, so wird dieser Komplex 
alle überhaupt vorhandenen Substitutionen umfassen; ist op eine zwei- 
wertige Funktion, so enthält er alle Substitutionen, welche aus einer 
geraden Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt sind, und nur 
diese. — Sei ferner beispielshalber unter der Voraussetzung von nur 
vier Elementen x XJ # 2 , # 3 , x± 

9 V^l y X 2l X 31 X 4/ B=s X l X 2 "•" X S X ll 

so wird dieser Wert für acht der überhaupt möglichen 24 Substitu- 
tionen ungeändert bleiben, nämlich für 

S t «= 1 , S 2 = (^1^2) ? S S ==s \ X 9 X V 5 5 4 sxss \ X l X 2) \ X S X V ) 
5 f> = (^1^3^2^4)7 5 6 = (^1^4 X 2 X S)) 5 7 ^ (^1^3) \ X 2 X V1 S 8 "* (^1^4) V^s)* 

Für die übrigen 4! — 8=16 Substitutionen ändert sich <jp und 
zwar geht es entweder in 

x x x 2 + x 2 x 4 oder in x x x A + x 2 x s 

über; wir lernen also, nebenbei bemerkt, hier eine dreiwertige Funk- 
tion von vier Elementen kennen, welche für acht von den 24 Sub- 
stitutionen ihren Wert ungeändert beibehält. 

§ 26. Alle diejenigen Substitutionen, welche eine Funktion 
9(^1? x 2t ••• x n) ungeändert lassen, und deren Anzahl stets durch r 
bezeichnet werden wird, mögen 

vj j S± = l , S 2 , Sg , ... S r 

heissen; s^l befindet sich natürlich unter ihnen. Nach der im vo- 
rigen Paragraphen eingeführten Bezeichnung ist dann 

9 -r 9*1 Ä 9«. Ä 9*. Ä • • • ™ 9» r - 


r 
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Der Voraussetzung nach wird keine von s n s $7 ... s r verschiedene Sul 
stitution s ! den Wert <p ungeändert lassen; d. h. es ist stets 

(p s '^=q>, wenn s f =\=Sx (A«=l, 2, ... r). 

Wendet man jetzt auf q> zwei Substitutionen s B , Sp unserer Reihe racl 
einander an und bezeichnet das Resultat, ähnlich wie oben bei eine 
einfachen Substitution, mit 

so wird, da <Ps a = <p ist, das Resultat der beiden Operationen 

sein, und daraus lässt sich schliessen, dass s a Sß auch in der obig« 
Reihe 6) vorkommt: jede Substitution, welche durch die Aufeinande 
folge zweier der Substitutionen von G) hervorgerufen wird, befind 
sich wiederum in der Reihe 6). Was von zwei Substitutionen jen 
Reihe gilt, hat hiernach für beliebig viele gleichfalls Geltung. 

Die aufeinander folgenden Anwendungen zweier oder mehrer 
Substitutionen nennen wir das Produkt derselben und schreiben c 
Substitution tf, welche denselben Effekt auf <p ausübt, wie die Ai 
einanderfolge von s a und s^, als Produkt ö = s a Sß. Es kommt d; 
Produkt beliebig vieler s wieder unter der Reihe G) s n s 2 , 
...s r vor. Die Operationenfolge in einem Produkte 0=s a SßS Y 
soll von links nach rechts gerechnet werden. 

§ 27, Die Darstellung eines solchen Produktes von Substitution 
ergiebt sich in der von uns acceptierten Darstellungsweise durch Cykl 
folgendermassen. Sind 

die beiden Faktoren des zu bildenden Produktes, so wird in s a Sa a 
x a dasjenige Element folgen, durch welches Sß das Element x ai erset: 
Dies sei z. B # ttl ; ferner wird in s a Sß auf x ül dasjenige Element folge 
durch welches Sß das Element x^ ersetzt; dies sei z. B. #* 2 u. s. 
Man erhält ( . 

Ist etwa die Substitution s a so beschaffen, dass sie jeden Index g c 
Elemente # t , ... x g , ... x n durch i g ersetzt; Sß derart, dass sie jed 
Index g durch h g ersetzt, oder in Formeln, ist: 

s a — fafyx^ . . .) (x a x ia . . .), Sß = (#!#*, a* fci . . .) (x b x kb . . .), 
so wird das Produkt die Form haben 

Sa Sß = (#! Xfo . . .J \X a X^. ..)... 
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A Als Beispiel gelte 

S a Sß = (# x # 5 ) (x 2 #7 ^ä) (^3/ = \ X 1 X b) \ X 2 x n x A x eh 

Wir haben hier den Ausdruck Produkt eingeführt. Es fragt sich, 
rie weit die fundamentalen algebraischen Multiplikationsregeln 

a . b «= b . a, a . (& . c) = (a . b) . c 

verwendet werden dürfen. Die Untersuchung hierüber wird zeigen, 
lass das erste, das kommutative Gesetz im allgemeinen wegfallt, wäh- 
lend das zweite ; das associative bestehen bleibt. 

In der That lehrt die obige Ausführung der Multiplikation von 

Sm-fax^. ..)..., Sf-fax^. ..)..., 

ass nur in dem Specialfalle, in welchem H a ms 'ki a für jedes a ist, eine 

^aktorenvertauschung vorgenommen werden darf. Dies findet z. B. 
tatt, wenn s a und Sp keine gemeinsamen Elemente besitzen, wie sich 
>eim ersten Anblick ergiebt. 

Deshalb darf man die einzelnen Cyklen einer Substitution, welche 
& keine gemeinsamen Elemente besitzen, ganz nach Belieben unter ein- 
jider vertauschen. Bei der Darstellung B) S. 20 ist dies nicht möglich. 

Ist dagegen, um zum associativen Gesetze überzugehen, 

S a = • . • (#*#!, • • ') • • •, Sß ■=» . • . [XgX^ ...)..., Xy = . . . (X 8 Xi t . . .j . . . , 

o folgt nachstehende Reihe von Produkten 

SßSy — . . • (X s Xi k ^ . . . J ... , S a Sß *= . . . (XgXje^ ...)..., 
S a \Sß$y) = . . . \X a X ljt ...)..., {SaSßjSy ■= . . . (X 8 X lk ...)..., 

ind daraus der verlangte Satz. 

Lehrsatz n. Bei der Multiplikation von Substitutionen ist 
sine Zusammenfassung der Faktoren in Unterprodukte ohne 
Änderung der Faktorenfolge gestattet. Eine Vertauschung 
ler Faktoren liefert dagegen im allgemeinen verschiedene 
Resultate; erlaubt ist dieselbe, wenn die Faktoren keine ge- 
neinsamen Elemente besitzen. 

§ 28. Diejenigen Substitutionen 

welche eine gegebene Funktion gp(# 1? # 2 ,... # w ) ungeändert lassen, bil- 
len nach den vorstehenden Entwicklungen in der Hinsicht eine in sich 
geschlossene Gruppe, dass sich ihre °^amtheit durch Multiplikation 
ler einzelnen zugehörigen Substitution. ' ^einander nicht ändert. 
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Mit diesem Namen einer Gruppe* soll stets ein Komplex v] 
Substitutionen bezeichnet werden, welcher die gegebene Charakteristik 
Eigenschaft der Reproduktion des Komplexes durch Multiplikation 
ner Individuen besitzt. Die Anzahl der Elemente, um die s& 
handelt, heisst der Grad der Gruppe. Es ist aber nicht nötig, 
alle Elemente auch wirklich in die Gyklen der Substitutionen eingebe 
So bilden o — 1 « — (r <* >\ (r r \ 

eine Gruppe, denn man hat s x .s 2 =s 2 .s 1 = s 2 ; s 2 .s 2 = s 1 = l; die 
Gruppe ist vom Grade 4, falls nur die Elemente x u # 2 , # 8 , x± de 
Betrachtung zu Grunde liegen. In weiterem Sinne kann aber die 
Gruppe auch als solche von sechs Elementen x x , ... x 6 gelten, wo dam 
allenfalls s 2 durch ^ _ ^ ^ ( ^ ^ ^ 

ersetzt werden könnte. Der Grad der Gruppe wäre dann gleich sechs. 

Die Anzahl der Substitutionen einer Gruppe heisse ihre Ordnung; 
wie bereits oben gesagt, werde sie künftig stets mit dem Buchstaben r 
bezeichnet. 

Der Komplex sämtlicher Substitutionen, welche den Wert von 
<p(x 17 ... x n ) nicht ändern, heisse die zur Funktion <p gehörige 
Substitutionengruppe oder kürzer die Gruppe von <p. Der Grad 
derselben drückt die Anzahl der den Betrachtungen unterworfenen 
Grössen x xi # 2 , ... x n aus; die Ordnung der Gruppe giebt die Anzahl 
aller Substitutionen an, welche die Funktion <jp nicht ändern. 

Sind die vier Elemente #,, x 2 , # 3 , x A gegeben, und ist 

(p = X±X 2 + #3#4 5 

so ist der Grad der zu <p gehörigen Gruppe gleich 4; ihre Ordnung 
ist, wie sich in § 25 zeigte, gleich 8. 

Für die fünf Elemente # 1} # 2 , ... x h wird dasselbe q> eine Grupp 
vom Grade 5 und von der Ordnung 8 besitzen; sie ist mit der am 
§ 25 identisch. 

Für die sechs Elemente x u # 2 , . .. x 6 wird dasselbe cp eine Gruppe 
vom Grade 6 besitzen. Zu der obigen Gruppe kommen hier noch alk 
diejenigen Substitutionen hinzu, welche x h und x Ci unter einander ver 
tauschen, also zu den obigen acht noch folgende acht neue Substitn- 
tionen 


* Cauchy, welcher in den Exercices d'analyse et de physique mathe'matu)* 
die erste systematische Darstellung der Substitutionentheorie gab, gebraucht d» 
Ausdruck „System konjugierter Substitutionen". Denselben behält Send 
in seiner Algebra bei. Durch Galois ist die kürzere Bezeichnung „Gruppt 1 
eingeführt. 
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= {X^X^XJ (*5*6)) 5 14 ^ (*l*4*2*s) \ X b X *)l S 15 ^ \ X l X s) \ X 2 X V \ X & X e\ 

5 16 ""* \ X 1 X 4J ( X 2 X s) \ X 5 X e)' 

£fc^ Ordnung der jetzt zu <p gehörigen Gruppe ist also 8.2=16. 
'*- Es ist leicht zu sehen, dass, wenn man <p als von n>4 Elemen- 
ten abhängig ansieht, die Ordnung der zugehörigen Gruppe 8 . (n — 4) ! 
wird, und dass die Gruppe selbst erhalten wird, indem man die acht 
Substitutionen aus § 25 mit allen Substitutionen der Elemente x h7 x e> 
... x n multipliziert. 

§ 29. Wir wollen, um den vollkommenen Zusammenhang zwischen 
mehrwertigen Punktionen und Substitutionengruppen nachzuweisen, jetzt 
ausser dem bereits gefundenen 

Lehrsatz HL Für jede ein- oder mehrwertige Funktion 
giebt es eine Gruppe von Substitutionen, deren Anwendung 
auf die Funktion den Ausdruck derselben nicht ändert — 

auch den umgekehrten Satz anfuhren und beweisen: 

Lehrsatz IV. Fyr jede Gruppe von Substitutionen giebt 
es Funktionen, die für alle Substitutionen der Gruppe und 
auch nur für diese ungeändert bleiben. 

Zuerst wollen wir eine Funktion der n von einander unabhängigen 
Grössen x t , x 21 ...#» aufstellen, welche so viele verschiedene Werte 
haben soll, als überhaupt möglich sind, nämlich n\ ; qp soll also unter 
dem Einflüsse jeder von der Einheit verschiedenen Substitution eine 
Wertabänderung erfahren. 

Wir bilden mit n + 1 beliebigen, von einander verschiedenen will- 
kürlichen Eonstanten a , a n . ..«» den linearen Ausdruck 

g> = u + a x x x + ct 2 x 2 + . . . + a n x n . 

Gäben die beiden Substitutionen s« ä ... (#,#*,...) ... und s^« ...(x s x k$ ...) ... 
bei' ihrer Anwendung auf q> denselben Wert, so wäre 

= q>s a — qp v — a x {x ix — x kl ) + a 2 (x^ — x h ) + . . . 

Ordnet man diesen Ausdruck nach den x, so erhalte man 

= (« tl — a Xx ) x x + (a h — a x J x 2 + . . ., 

wo t, x so bestimmt sind, dass k «= c iv fi = x* für jedes A, /i = 1, 2, . . . n 
wird. Wegen der Unabhängigkeit der x von einander folgt, dass alle 
Klammern einzeln verschwinden müssen, also wegen der Willkürlich- 
keit der a, dass 

ix^m, folglich *f 2 — A — Xftj und ^ = ^ s =^, 

ia — A* und i — h 

i ': 

I 

k J 
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sein muss, so dass s a mit Sp identisch wird. Nur in diesem Fal 
d. h. wenn sie identisch sind, können zwei Substitutionen in ihrer A 
wendung auf <p denselben Wert hervorrufen; tp hat demnach n! Wer! 

§ 30. Ist nun eine Substitutionengruppe G mit den Substitution* 
gegeben, was wir symbolisch durch die Gleichung ausdrücken wol 

Cr = \ßi , 5 2 j 5 3 j . • . So j • • • S r j , 

so bilden wir die n!- wertige lineare Funktion mit (w+ 1) Paramet 

wenden auf dieselbe alle Substitutionen von G an und bezeichnen 
Resultate dieser Operationen durch die an <p gesetzten Indices 1, 

"' Sr 9«t-9i> ^,.9*,, ... g>. r ; 

dann wird das Produkt derselben 

eine der Punktionen sein, zu denen die Substitutionengruppe G gfr 
hört. Um dies nachzuweisen, muss gezeigt werden, 1) dass O fili 
jede Substitution von G ungeändert bleibt; 2) dass <& für jede Sub- 
stitution t f die nicht in G vorkommt, seinen Wert ändert. Was den 
ersten Punkt angeht, so hat man 

gemäss der Definition einer Gruppe sind ^tf — tf, s 2 tf, s 8 tf, ... s r a wie- 
der in G enthalten. Diese Produkte sind aber auch sämtlich von ein- 
ander verschieden; denn würden s a 6 und SpG auf q> angewendet, den- 
delben Effekt haben, so würde dies auch schon bei 5« und Sp der Fall 
und Sa^sp sein. Also sind die Substitutionen 

<T, s 2 tf, s s ,,.s r mit den 1, s 2 , s 3 , ...s r 

bis auf die Reihenfolge identisch und daher ebenso die Funktionen 

<P<*1 9*Ol •••9** ^ ^ ei1 9l? 9*i? •••9*> 

und es ist demnach auch, wie behauptet wurde, 

Was den zweiten Teil des Beweises angeht, so ist wegen der w! -Wer- 
tigkeit von <p der Wert q>* von allen Paktoren q> 19 <p H , ... (p^ ver- 
schieden, und zwar ist diese Verschiedenheit eine derartige, dass nicht 
etwa q> t gleich dem Produkte aus <p, a und einer Konstante c a sein, rat 

dann in 

9*9* 2 *9*,* . . . = c 2 . Cg . c 3 . . . • 9i • 9** • 9*. • • • 
wegen 
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■* (/■* Ca i/o • • • === A 

Awohl das Produkt 

rf * 

1( iann. Denn wegen der Willkürlichkeit der Wahl von a würde 

«o + «i^i + cc 2 x^ + ...«= d (cc + «^ + a 2 x k + ...) 

ergeben, und daher die unmögliche Gleichung <p* = qp, 

§ 31. In vielen Fällen ist die Berechnung von <& unthunlich, da 
einigerniassen grossem r die Multiplikationen nicht zu bewältigen 
Man kann aber eine andere Bildungsart angeben, bei welcher 
Produkt durch eine Summe ersetzt wird und jede Rechnungs- 
rierigkeit in Wegfall kommt. 

Zuerst nehmen wir statt der linearen Punktion <p als Grundlage 
erer Bildungen folgende Funktion an 

* n a 2 , ... a n sind hier wiederum willkürliche Eonstanten, und aus 

• und der X\ Unabhängigkeit folgt, dass # eine w!- wertige Funk- 
ist. Denn wäre 

etwa identisch 

%/* #/ 2 . . . Xj"= Xj* Xf* . . . X n Yn ? 

aüsste, wenn j8 1 ^y 1 wäre, die Gleichung für beliebig viele, also 

nehr als ß lf y l Werte von x x bei unveränderten x 29 x s , ... x n rich- 
ein. Daraus folgt ß l = y x ; dann hebt man und verfährt ebenso u. s. f. 
Nun bilden wir, wenn die Resultate der Substitutionen von G 

# mit 

ichnet werden, die Summe 

führen den Beweis für die Zusammengehörigkeit voji W und G 
,u so, wie im vorigen Paragraphen bei O und G. 

Anmerkung. Man kann hier durch eine gewisse Voraussetzung 
die et den i\> einige neue Eigenschafken aufprägen. Es möge aus 

a h + «*, + ••• + <ti x — «*, + «** + . . . + % 

m, dass A = fi ist und dass alle Summanden der linken Seite 
auf der rechten auftreten. Dieser Bedingung wird z. B. durch 
Wahl 
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a 2 >« 1 , a 8 >«i + «2, a 4> a i + «2 + « 8 > ••• 
speziell durch die Annahmen l 

«1=0, Cf 2 —1, «s 8 * 2 ? «4 ä4 ? «5 — 8,... 

genügt. Die hieraus hervorgehenden Eigenschaften werden im dritte 
Kapitel § 55 besprochen und benutzt werden. 

Beispiel. Wir wenden jetzt die beiden angegebenen Methode 
auf die bereits oben betrachtete Gruppe mit w = 4, ;=8 an: 

G - [1 , feO, fax*), fear,) fe* 4 ), fes 3 ) fea? 4 ) , fe# 4 ) fe* 8 ), 
(x 1 x% Xa X±) , \X X x^x^x^j. 

Wir legen dabei zu Grunde (unter Benutzung des Symbols «— 1/^1 

OP ^^ **/< ~f~ $3/0 a?» %Xa\ ly tsst X* XaXa Xi 1 

dann ergeben sich folgende Rechnungen: 

&= fe + fe — # 3 — ix^ fe + fe — x B — fe) fe + fe — x A — fe) 

[Xo "i %X-t —~ X* ~— IXaj \Xo "i IXt "~~ X-, ZXa) [Xa ~i %'Xq — Xq — ^X-t) 
v 3 "i IX^ Xa IX-^ ) [X^ "T~ ^Xa ~~~ X-m IXq) 

= [fe + fe — x 3 — »sj fe + fe — x B — fe) fe + fe ~ #4 — fe) 
j <»• «j„ « /»? — x ix W * 

" *■» Xa X^ X^ ~f" X j ä/g a> 4 ~f~ 5/2 »^4 3/g "T~ **>j 3? 4 3/g -f- %£ X^ X a ~p X^ Xa X-± 

+ X 4t Xa 2 X 1 9 + X s X 1 2 Xa S 

= fe + 3») S $ fe' + fe + X *) W + fe + **) *lfe 3 + fe + ff 4 ) V^Y 

— fe + x*) fe + #4) • fefe 2 + W)- 

Keine der beiden Methoden liefert unmittelbar einfache Resultate; abe 
von O können wir sofort zu 

[fe - x s y + fe - x 4 y] [fe - 2 + fe - x 3 ) 2 ] 

übergehen; von W zu den beiden Funktionen 

fe + x 2 ) fe + x d und #1 ^2 + x a X A 1 

von denen die letztere uns bereits bekannt ist. Aus der Form von \ 
ist ersichtlioh, dass bei veränderten Exponenten andere und ander 
Funktionen zum Vorschein kommen. So gehören alle 

fe« + x % «) fe« + V) , * x * x * + W 

zu 6r, und man erkennt aus den beiden Methoden allgemein, dass z 

- jeder Gruppe unendlich viele Funktionen gehören. Zu bemerken is 

aber, dass man nicht alle Funktionen auf diese Art erhält. So gehoi 

X l 2 •" *'^3 ^4 V^l *^3 * Xa X^j 

zur Gruppe , 
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ne durch obige Methoden ableitbar zu sein. 

§ 32. Wir nehmen jetzt die Elemente x u x 21 ... # w als nicht 
n einander unabhängig an. 

Lehrsatz V. Auch wenn beliebige Beziehungen zwischen 
n x bestehen, wobei nur die Gleichheit zweier oder meh- 
rer Elemente ausgeschlossen ist, kann man n!-wertige li- 
are Funktionen derselben aufstellen.* 

Wir gehen mit den Bezeichnungen der ersten Hälfte des vorigen 
ragraphen von der dort aufgestellten linearen Funktion 

q> =* «o+ Ä l^l + «2^2 + • • • + a nX n 

d dem Produkte der Differenzen von <p 1? qp Ä2 , qp, 3 , ... q> Sr) nämlich von 

n(€pa— <P*) 

3, wo das Produkt über alle v' L ä Kombinationen der Werte 

I <p erstreckt ist. Man erhält ausgeschrieben 

II (<p a — <pt) — n [a t (x ai — x tl ) + a 2 (Xa 2 — x t J + . . . + « n (x„ n — x tn )] 
i kann aus dem Produkte rechts diejenigen Faktoren aussondern, 
denen der Koefficient von a x von selbst verschwindet; wir setzen 

er sind die q) 1 von a x unabhängig, und der Strich am zweiten Pro- 
ktzeichen bedeutet, dass die Faktorenbildung sich nur über gewisse 
•mbinationen <p„ — q> t zu erstrecken habe. Wäre nun die linke Seite 
' jede Wahl der a gleich Null, so müsste es auch die rechte Seite 
n. Nimmt man aber « 2 , a 3 , ... a n beliebig und cc ± so an, dass für 
b Faktoren des zweiten Produkts 

, a 2 ( X ^ — X tl ) + . . . + CC n (Xo n — X* n ) 

so schliesst man nur eine endliche Anzahl von Werten, weniger 
w!, für a x aus, und dann bleibt unter dieser Beschränkung das 

jite Produkt sicher von Null verschieden. Folglich muss für jede 

ihl von a 2 , a 3 , ... a n 

J (<P \i — 9>'v) = &' [a 2 (X lh — Xrj + « 3 (X„ 3 — X t3 ) + ... + CC n (x a% — %r n )] 

II sein. Man kann hier mit cc 2 genau so verfahren, wie oben mit 
und kommt schliesslich zu einem Produkte, welches nur Faktoren 

%o H — %tJ enthält. Einer von diesen muss identisch Null sein; also 
d in der zugehörigen Differenz <p — <p r der Faktor jedes cq Null 

* Vergl. G. Cantor: Clebsch Anm. V, 138. 
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werden; die Substitutionen 6 und z sind also entweder identisch oq 
sie setzen zwar Elemente um, aber dieselben sind einander gleii 
Beides ist ausgeschlossen. Mit einer Verallgemeinerung dieses Sara 
werden wir uns später zu beschäftigen haben. 

§ 33. Durch die Lehrsätze HI) und IV) ist eine Klassifikation d< 
ganzen Punktionen von n Veränderlichen begründet. Jede Funktic 
gehört einer Gruppe von Substitutionen zu, jeder Gruppe entspricht! 
eine unendliche Anzahl von Funktionen. Diese Zugehörigkeit ist nicht 
das einzige Band, welches die Funktionen verbindet, die sämtlich 
für dieselben Substitutionen ungeändert bleiben: wir werden auch eine 
entsprechende charakteristische, algebraische Beziehung finden, die näm- 
lich, dass jede Funktion, welche zu einer Gruppe G gehört, sich durch 
jede andere zu derselben Gruppe gehörige rational ausdrücken läset 

Es würde daher eine fundamentale Aufgabe der Algebra sein, alle 
für n Elemente existierenden Gruppen aufzustellen. In solcher Allge- 
meinheit bietet aber die Lösung unüberwundene Schwierigkeiten. Über 
die Existenz von Funktionen, welche eine gegebene Anzahl von Werten 
besitzen, wird in einem der nächsten Kapitel gesprochen werden; es 
wird sich zeigen, dass starke Einschränkungen in der Bildungsmög- 
lichkeit von Gruppen zu konstatieren sind. So giebt es z. B. bei 
Elementen keine Funktion, welche 3, 4, 5, 6 Werte besitzt; und wir 
werden den Satz ableiten, dass eine Funktion von n Elementen, welche 
mehr als zweiwertig ist, mindestens n Werte besitzen wird, wenn 
n>4 ist, u. s. f. 

Hier wollen wir uns nur mit der Konstruktion und den Eigen- 
schaften der einfachsten und für unsere Zwecke wichtigsten Gruppen 
beschäftigen.* 

§ 34. Bekannt ist uns vor allem die Gruppe der Ordnung n!; 
sie gehört den symmetrischen Funktionen zu; sie umfasst alle Substi- 
tutionen. 

Wir haben im ersten Kapitel gesehen, dass jede Substitution aus 
Transpositionen zusammensetzbar ist. Enthält also eine Gruppe alle 
Transpositionen, so enthält sie alle überhaupt möglichen Substitutionen 
Damit dies letztere stattfinde, reicht es aber auch schon aus, dass sie 
alle die Transpositiorien in sich schliesse, welche ein bestimmtes Ele- 
ment, z. B. x x enthalten, also 

x \ X 1 X 2J> \ X l X s)l \ X l X Vl '•• \ X l X n)' 

* Vgl. Serret: Cours d'algfebre supärieure II, § 416—429. Cauchy a.^0. 
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mn jede andere Transposition ist durch diese n — 1 darstellbar, da 
eine jede (x a Xß) aus drei anderen der obigen Reihe zusaminensetz- 
p ist * 

(%a Xp) = O x X a ) (X x Xß) (x t X a ) , 

obei man wieder erkennt, dass die Faktorenfolge keine willkürliche 
). Nennen wir die betrachtete Gruppe die symmetrische, so kön- 
q wir sagen: 

Lehrsatz VI. Eine Gruppe von n Elementen x n x 2 , ... # a , 
#„, welche die n— 1 Transpositionen 

thält, ist mit der symmetrischen Gruppe der n Elemente 
entisch. 

Zusatz. Eine Gruppe, welche die Transpositionen 

\X a Xß)j \XaXy)) ... [XaX&J 

thält, umfasst alle Substitutionen der symmetrischen aus 
n Elementen #«, Xp, x y , ... x& gebildeten Gruppe. 

§ 35. Wir kennen ferner eine Gruppe, welche aus allen Sub- 
tutionen besteht, die sich durch eine gerade Anzahl von Trans- 
ßitionen zusammensetzen lassen. Denn alle diese und nur sie lassen 
le zweiwertige Funktion ungeändert, und daher bildet ihr Komplex 
le Gruppe. Sie mag die alternierende heissen. Wir suchen ihre 
ch unbekannte Ordnung r zu bestimmen. Es seien 

e Substitutionen der alternierenden Gruppe, 

LI) S i f S 2, S 3, ... S t 

e Substitutionen, die nicht zu I) gehören, die also aus einer ungeraden 
izahl von Transpositionen zusammengesetzt sind. Wir nehmen nun 
;end eine Transposition <y, z. B. <? = (x 1 x 2 ) und bilden die beiden Reihen 

I') $!#, S 2 <7, 5 3 <y, ... s r o 

II') s' 1 a 9 s ! 2 ö y s'jjtf, ... s ! t <f, 

nn ist jede Substitution von I') aus einer ungeraden, jede von II') 

s einer geraden Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt. Folg- 

h gehört jede Substitution aus F) zu II), jede aus IF) zu I). Ferner 

Saö'fSpö und s' a G \ s'ßö; denn aus der Gleichheit würde folgen 

s a = s a (0.0)== (s a a) = (sp 0) = sp {0.0)=-- sp 

S'a = S' a (0.0) = (s'a 0) = (s 'p 0) = S 'p (0 . &) = ü'fr 

J . =--- [X^) {X X X 2 ) = 1 

Netto, Subatitutionentheorie. 3 
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ist. Es muss also r<t und t<^r also r~t sein. I) und II) enthall 
ferner sämtliche möglichen Substitutionen: folglich ist r + t = n\ ui 

r = \n\. 

Es möge hier bemerkt werden, dass es ausser der alternierend« 
keine zweite Gruppe r der Ordnung -|n! giebt. Die zu T gehöri( 
Funktion <p x bliebe nämlich nur für \ n\ Substitutionen ungeändertj 
sie besässe daher noch andere Werte. Wäre <p 2 ein zweiter ihrer Werte,! 
a eine Substitution, welche o^ in 9p 2 = qp„ überführt und würde tp x für 

ungeändert bleiben, dann müsste <p x in <p 2 übergeführt werden durch 
alle Substitutionen 

iv) *> s '* 6 i *'»*> ••• s i»i ff ; 

denn s 1 ?. lässt <p x ungeändert und führt es in qp 2 über, also wird s'fl 
ebenfalls tp x in qp 2 verwandeln. Alle Substitutionen s ! a a der Reihe IV) 
sind von einander verschieden; denn aus s , a v = s , li ö würde s a = ^ fol- 
gen; sie sind auch von den s' Y verschieden, denn diese haben auf $ 
eine andere Wirkung als jene. Folglich erschöpfen 111) und IV) alle 
Substitutionen, und <p x ist zweiwertig; denn es ist keine Substitution 
vorhanden, welche (p x in einen dritten Wert überführen könnte. Di« 
zugehörige Gruppe ist also die alternierende. 

Lehrsatz VII. Es giebt bei n Elementen nur eine Gruppe 
der Ordnung \n\ Diese ist die alternierende; sie gehört zu 
den zweiwertigen Funktionen. 

Wir können den hier ausgesprochenen Satz erweitern. Da der 
Beweis dem vorstehenden durchaus parallel läuft, so können wir ihn 
wohl übergehen. Der Satz lautet: 

Lehrsatz VIII. Entweder gehören alle Substitutionen je- 
der beliebigen Gruppe zur alternierenden, oder genau did 
Hälfte von allen. 

Zusatz. DiejenigenSubstitutionen einer beliebigenGruppe, 
welche zur alternierenden Gruppe gehören, bilden eine in'je- 
ner enthaltene Gruppe, deren Ordnung entweder gleich derf 
der ursprünglichen oder gleich der Hälfte derselben ist. 

Die einfachsten, der alternierenden Gruppe angehörigen Substittj 
tionen enthalten drei Elemente. Sie werden aus zwei Transpositioi 
gebildet {xaXy){x Y x^)=-{x a x. ; iXy). 

Wir bezeichnen (x x x 2 x ii ...x vl ) als Cirkularsubstitutionen 
Ordnung. Dann folgt: £ 
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Lehrsatz IX. Enthält eine Gruppe' von n Elementen die 
-2 Cirkularsubstitutionen 

(X 1 #2 %$) > \%i %2 *^4/ ) • • • V^l ^2 %*) 7 

ist es die alternierende oder die symmetrische Gruppe. 
Da man hat 

\X a XpXy) = (#i #2 %a) (#i #2 ^7/ V^l ^2 **W V*'l ^2 *^<*/ v^l ^2 ^«/ v^l ^2 **V/ 
V^i #2 *^°7 \^1 *^2 ^VJ V^l *^2 *^// J 

folgt aus unserer Annahme, dass jede Cirkularsubstitution dritter 
Inung in der Gruppe vorkommt. Da ferner 

C l %1 ^3) \^l *^4 ^3/ s== V* 1 X 2J \^3 X 4J 7 \^1 ^8 ^2J \Pl X A *^2/ s= l^l ^8/ ($8 ^4/ 9 ' • • 

, so folgt aus dem Zwischenresultate, dass alle Substitutionen vor- 
lden sind, die aus zwei, und folglich alle, die aus vier, sechs und 
er geraden Anzahl von Transpositionen gebildet sind. Damit ist 

• Satz bewiesen. 

Es sei noch folgender Satz erwähnt, dessen Beweis keine Schwie- 
keiten machen wird und also übergangen werden kann: 

Lehrsatz X. Enthält eine Gruppe alle Cirkularsubstitu- 
•nen m ter Ordnung, wobei m eine ungerade Zahl bedeutet, 
enthält sie die alternierende Gruppe. 

Endlich ist hier der Platz, ein Kennzeichen anzugeben, welches 
Entscheidung darüber liefert, ob eine gegebene Substitution, in 

klen ausgedrückt, der alternierenden Gruppe angehört oder nicht. 

r Beweis wird auch hier nicht von nöten sein: 

Lehrsatz XI. Enthält eine Substitution m Elemente in k 
klen, so gehört sie zur alternierenden Gruppe oder nicht, 
nachdem m — h gerade oder ungerade ist. 

§ 36. Schon eine einzige Substitution giebt Veranlassung zur Bil- 
lg einer Gruppe, indem man sie mit sich selbst multipliziert, oder 
e Potenzen bildet. Der Begriff der Potenz ist nach den Aus- 
lmngen von § 27 völlig bestimmt. Es ist 

$'" *= s" 1 ' K s = s . s" 1 - 1 = s 1 "- 2 s* = s* s m ~" = s". st*. .<?'"-«-.* = . . . 

5 Ausführung des Potenzierens ergiebt sich gleichfalls aus dem Frü- 
en. Will man von einem Cyklus, und in gleicher Weise von einer 
bstitution, die zweite, dritte, vierte, . . . cc te Potenz nehmen, so schreibt 
n, um die neue Substitution zu bilden, hinter jedes vorhandene Ele- 
nt das zweit-, dritt-, viert-, ... « te darauf folgende des betrachteten 
klus. So erhält man aus {x^x^x^x^ ...) respektive {x t x^x 6 ...) bei 

• zweiten, (x t # 4 # 7 . . .) bei der dritten, {x x x b x^ ...) bei der vierten 
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Potenz u. 8. w. Dass bei diesem Vorgehen ein Cyklus in meh 
zerfallen kann, ist ersichtlich; es wird dies stets dann und nur ( 
geschehen, wenn die Anzahl der Elemente des Cyklus einen gen 
samen Teiler > 1 mit dem Exponenten der Potenz besitzt; die .ans 
der zerfallenden Cyklen ist gleich dem Teiler. So wird 

\X l X 2 #3 #4 #5 Xß ) = (X^ #3 X& ) (X 2 *^4 ^6/ 

(x x X 2 x z X^X 6 X 6 ) = (X t X±) (x 2 x b ) (x z X e ) 
[X l X 2 X s X± # 5 Xq) — (X x X$ X z ) \X 2 Xq X^j 
\XiX 2 X^X^X^Xq) = (XiXßX^X^X^X 2 ), 

Ist m die Anzahl der Elemente des Cyklus, so wird s< 
w* 6 , 2^, 3m te } ... Potenz, aber keine andere gleich 1; 

(X 1 X 2 X^X^X^Xq) s==s \X l X 2 X^ X^X^Xq) = ... =1. 

Enthält eine Substitution mehrere Cyklen mit bez. m 19 m 2 , w 3 
Elementen, so ist die niedrigste Potenz derselben, welche glei 
wird, diejenige, deren Exponent r das kleinste gemeinsame Viel! 
von m l1 m 2 , w 3 , ... ist; 

L(#i#2 ^s) 0^4%) (^6^7)] == -*■• 

Dieser selbe Exponent r ist zugleich die Ordnungszahl für die 
der Substitution durch Potenzierung gebildete Gruppe. Denn be: 
net man 2 3 t r __ 1 

so wiederholen sich bei weiterer Fortsetzung die Glieder in ders( 
Reihenfolge 

S r + 1 *=S, S'+ 2 = S 2 , S r + 8 = S 3 , ... S 2 '- 1 «^- 1 , s 2r =S r =l 

und die niedergeschriebenen Potenzen von s 1 bis s r sind von eina 
verschieden, da aus 

s* = s* + p — ^. sm (k + ti<^r) 
folgen würde, was gegen die Voraussetzungen verstösst: 

^ = 1 (ß<r). 

Jetzt ergiebt sich auch die Definition von Potenzen mit nega 
Exponenten. Wir setzen 

c — y. c r — y. <j2r — y 

o o — — • • • , 

so dass man erhält 

s*s~~*=l; 

es hebt daher s* die Wirkung von sr* auf. Die negativen Pote 
werden wie die positiven gebildet, nur dass man je nach dem E 
nenten —1, — 2, —3, ... jedesmal ein, zwei, drei Glieder rückn 
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rius geht. Das letzte Glied des Cyklus gilt dabei als das dem 

vorhergehende. 

3 mag bemerkt werden, dass (st)^ 1 = t~~ 1 s~ 1 ist; denn es wird 

(st) = 1 , und daraus folgt durch rechtsseitige Multiplikation zuerst 

'*, dann mit s —1 die aufgestellte Gleichung. 

ie einfachste zu dem Cyklus s = (x x x 2 . . . x n ) und seinen Potenzen 

je Funktion ist 

(p = X± #2 "T* X%%$ i • • • i #m — 1 %m ~r ^m^i • 

37. Sind zwei Substitutionen s«, sp gegeben, und soll man die 
\ niedrigster Ordnung finden, welche s a , Sp enthält, so hat man 
tur die Potenzen s a *, s^ 1 zu bilden und unter einander zu mul- 
ren, sondern man muss alle Komplexe 

1; S a X , y; S a X Sßt l , SfS a l \ 8 a X SfSa% S^S a X Sß y '] ... 

len. Von den gefundenen Substitutionen behält man die von ein- 
erschiedenen zurück und fährt hiermit so lange fort, bis alle bei 
'roduktbildung von n Faktoren der Form s</, Sp u entstehenden 
utionen schon unter den früheren enthalten sind. Dann sind 
i die von m + 1 Faktoren auf solche von höchstens m Faktoren 
rbar und also auch schon unter den früheren enthalten. Die 
i ist demnach abgeschlossen. 

ills man SßS a = s a Sff l hat, ist die Gruppe durch alle Sub- 
onen der Form sj-sf erschöpft. Denn es wird 

sfs a =Sß.S a S(t l =SaSß 2 ^ 
Sp 3 S a =Sß.S a Sß 2 f=S a Sß S ^ ... 


Sß m S a = 

■S a Sß m ^ 


Sp m Sa*=* 

SaSp^Sa- 

- s« ! V\ 

8ß m S a * = 

Sa*S fi m "*S a • 

= s a s y "', . . . 


• s a k s* m " k . 



dessen kann jedes Produkt aus drei Faktoren auf ein solches von 
eien reduziert werden: 

8jf8p a 8 m t ^8jl + t 8ff lt '% 
S (i QSa <T Sß t = S a t, Sß e +<!'' ia . 

ist der Lehrsatz bewiesen, 
sei z. B. 
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Es giebt also in der Gruppe geringster Ordnung, welche s x ur 
enthält, höchstens 5.4 = 20 Substitutionen. Um zu erkennen, c 
weniger giebt, nehmen wir an, es wäre 

$1 ^2 == ^1 ^2 J 

dann würde hieraus folgen 

Es giebt aber in der Reihe der Potenzen von s 2 nur eine, w 
einer Potenz von s x gleich ist; dies ist die nullte. Also wird o 
d = ß sein müssen. Unsere Gruppe enthält wirklich 20 Substituti 
Diese sind, wenn wir der Einfachheit halber nur die Indices aufschre 

Ä1 ° - 1 , 52 = (2354) , s 2 2 = (25) (34) , s 2 3 = (245, 

V - (12345), s x s 2 = (1325), s x s 2 2 = (15) (24), s, s 2 2 = (143, 

^ = (13524), s x 2 s 2 = (1534), s 1 2 s 2 2 = (14)(23), ^.= (1^ 

s t 3 = (14253), s 1 3 8 2 = (1243), Sl 3 s 2 2 = (13) (45), Sl *s 2 » = (152: 

^ = (15432), 5 1 4 s 2 = (1452), Sl 4 5 2 2 = (12)(35), ^ 4 5 2 :i = (134 

Ganz ähnlich gestaltet es sich z. B. auch für 

S 1 = [Xi X 2 #3 #4 #5 XßXy)) S 2 — \X 2 X± X$ Xrj # 5 X^ ) . 

Im Falle, dass jedes s^s a (ft= 1, 2, 3...) auf die I 
s a *Sß X gebracht werden kann, ist die Gruppe geringster < 
nung, welche s«, s# enthält, durch die Substitutionen 
Form SaSß 1 erschöpft. Denn wir können ähnlich wie oben 
Substitution s^s a r auf die Form bringen s a *s/; dadurch ist dei 
wünschte Beweis dann auf den obigen zurückgeführt. 

Wenn ferner s^ die Potenz mit niedrigstem Exponenten au* 
Reihe s^, ty 2 , ... ist, welche unter den Potenzen von s a vorkomm 
enthält die Gruppe q mal so viele Substitutionen, als die Ordnu 
von s a beträgt. Denn zuerst kann man, wenn in SaSp 1 der Exp< 
X grösser ist als q — 1, Sp x durch ein s^Sß v ersetzen, wo v<q — 
Es giebt also höchstens q.h verschiedene Substitutionen s a y Sß': ^ 
ferner „ 3 ,, . .. 

Sa*Sß l = Sc? Sft r (k , v <; q — 1) 

wäre, dann würde, wenn wir k>v annehmen, 

sein, also k = v } n = x sein müssen. Es giebt also wirklich q.h 
schiedene Substitutionen. Man sieht leicht ein, dass q ein Teilei 
Ordnung r von Sß ist; denn man hat 5/ = l=^°. 

Sind drei Substitutionen s«, Sp, s Y so beschaffen, 
für jedes p 

V 8„ = S a ö Sp% S Y » S a = S^Sß*! S./, S/ S? = S a < Sß* sf 
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^ird, ist dann k die Ordnung von s a , ferner s^ die niedrigste 
Potenz von s*, welche =s a ', endlich sJ die niedrigste Potenz 
ron s n welche = Vfy? wird, so hat die Gruppe niedrigster 
Ordnung, welche s«, fy, s Y enthält, die Ordnung kqt und ihre 
Substitutionen sind durch die Werte von 

Sa*s/s Y * (6* = 0, 1 , . . . * — 1 ; fi = 0, l,...g — 1; £ = 0, 1,...*— 1) 

tusgedrückt. Der Beweis hiervon ist einfach und schliesst sich dem 
>bigen so genau an, dass wir ihn übergehen können. 

§ 38. In die Kategorie dieser Sätze gehört auch der folgende: 

Sind r — f\ l 

Cr — [ l , s 2 , s 3 , . . . s r j , 

;wei Gruppen von Substitutionen, zwischen denen die Be- 
siehung besteht 

n\q man ä, ß auch wählen möge, haben G ) H überdies aus- 
ser der Einheit keine Substitution gemeinsam haben, so bil- 
len alle 

Satp oder alle tßS a (a= 1, 2,...r-, = 1,2,.../) 

eine Gruppe der Ordnung r./j welche G und H als „Unter- 
gruppen" enthält. 

iat, so bilden die s a tp eine Gruppe von höchstens r.) J Substitutionen. 
Wir zeigen ferner, dass alle diese von einander verschieden sind. 

o folgte daraus s,- 1 «.-^" 1 , 

ldeni man beide Seiten der darüberstehenden Gleichung links mit 
-~~ l und rechts mit tp— l multipliziert. Nun ist Sy~ l s a eine Substitu- 
on von (?; diese wäre gleich einer Substitution Utp— 1 von üT; also 
Lud beide Produkte = 1 : 

Sy~ 1 S tt = 1, tötf ls = 1? 

Sa = S Y , t-6 = tß. 

>araus folgt, dass die Ordnung der neuen Gruppe -=*•./ ist. Wir 
^zeichnen sie durch das Symbol 

K= \G,H}. 

§ 39. Für die späteren Entwickelungen ist mehrfach eine Gruppe 
otwendig, deren Ordnung die Potenz einer Primzahl p wird. Ihre 
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Existenz und ihre Natur wird durch den Beweis des folgenden SaJ 
erkannt: 

Lehrsatz XII. Bezeichnet p f die höchste das Produ 
w! = 1.2.3...n teilende Potenz der Primzahl p, so giebt 
eine Gruppe des Grades n und der Ordnung pf. 

Zuerst sei w<p 2 , also n = ap + b (a,6<^); dann sind von den 
Zahlen 1, 2, 3,...n nur die Zahlen |), 2p, 3p } ...ap jede durch die 
erste Potenz von p teilbar, also ist f=a. Wir heben aus den n Ele- 
menten a Systeme von je p Elementen heraus und bilden aus jedem 
System einen Cyklus, nämlich 

S — ( /*» l/y»l/*»l /y.l\. rt ( rr */« 2 /y 2 \ . e ( /y» d/y d /y a\ 

I — l«* / l *^2 8 • • • *^p ) } "o "~"~ vi 2 • • • •* / i> ) i • • • ö a "~ ~* \** / i ^ft • • • «* / p i 

(wobei die oberen Indices natürlich keine Potenzbezeichnungen sind), 
und die Gruppe, welche aus diesen gebildet ist, nämlich 

wird die verlangte sein. Denn jedes s* bildet* durch seine Potenzen 
eine Untergruppe der Ordnung p. Da keine dieser a Untergruppen 
mit der anderen ein Element gemeinsam hat, so ist nach Lehrsatz II) 

und so kann jede mögliche zu G gehörige Kombination von Substi- 
tutionen Sj", s 2 /*, . . . auf die Form 

s i" s ^h Y • • • V («? ß) Y, • • • v — 0, 1, 2, ... p — 1) 

gebracht werden. G x hat also höchstens jf Substitutionen. Es hat 
aber auch wirklich so viele, da alle jene p a von einander verschieden 
sind. Denn aus 

*i CC q ß Q v c' *■ O <*'<> ß'o v' o V 

°1 °2 8 • • • °a — °i °2 °8 • • • °rt 

würde folgen 

also, da s x mit s 2 , s 3 , ... keine Elemente gemein hat 7 « = «' u. s. w. 

Wird aber n=j9 2 , so erhält man /"= jp + 1 , da die in der Folge 
1, 2, 3, ...p 2 die durchs teilbaren Zahlen j», 2p, 3p, ... (p — l)p, p^ 
sind. Wir bilden jetzt wie oben 

* Die geschweifte Klammer soll sich bei der Gruppenbezeichnung dadurch 
von der eckigen unterscheiden, dass die angedeutete Gruppe die niedrigste ist, 
welche die in die geschweifte Klammer aufgenommenen Substitutionen enthält 
Die geschweifte Klammer braucht also nicht alle r Substitutionen der Gruppe ein- 
zuschliessen, was bei der eckigen Klammer stets der Fall ist, sondern nur kon- 
stituierende Substitutionen. Letztere können auf vielerlei Arten gewählt wer- 
den. Vergl. auch die Bezeichnung am Schlüsse des vorigen Paragraphen. \, 

\ 
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$1 ? ^2 ? ^8 1 • • • s p ? 


Ler aber noch die Substitution s«4-i, welche alle w 2 Elemente ent- 
ölt 

£ Op-L. J ' l »t»< »4/j X-t • • . Xi"Xa Xa • . • Xa Xq . . . »£q • • • «*'l> y« 

; Dann wird # __ i « Q <?<?,! 

die verlangte Gruppe sein. Denn zuerst sieht man, dass 

$1 ^p+l "Sp + l ^2? • • • 5 a S^-J-i =Sp_|_i 5«_|_ij . . . Sp Sj ; -j-i =5p-j_i 5 1? 

^1 %+l === ^jo-f-1 ^2 7 • • • $a $jp + l == ^p + l S«-}" 1 , . . . Sp Sp-f-i =5p-|_i S± , 

^1 ^P + ! == Sp-\-l ^8 7 ...S a ^f>-fl === ^p + l ^a-f-2 5 • • • $p ^p + 1 5== ^pH-1 ^2 J 

^Sp + tV^Sp+xPSp+x 1 , ... «a^p+i^ — Sp + l^S^+a 2 , ... V^ + / = ^ + ^V 

wird. Demnach kann man alle aus den s 15 s 21 ... s p +t gebildeten 
Substitutionen ganz so ; wie es bereits in § 37 geschah, auf die Form 

Si° W • • • V 5 p+i* ("? ßi Vi - - - x = °? ! ? 2 ? • • -P — 1) 

bringen; hier muss aber gezeigt werden, dass s p +i auch nur bis zur 
Potenz x=p — 1 genommen zu werden braucht. Es ist 

<? i * a P = c et? « <? a. 

folglich kann, wenn x>p wäre, die höchste in s p +i y ' enthaltene Potenz 
von s p +i p herausgenommen, nach der letzten Formel durch Potenzen 
von s x , s 2 , ...Sp ersetzt, und diese können an den gebührenden Stellen 
untergebracht werden. 

Es fragt sich endlich nur noch, ob die entstehenden pP+ l = pf 

Substitutionen alle von einander verschieden sind. Wären zwei ein- 
ander gleich 

Sj $2' ' * * fy Sp -f- 1 == $i $2 • • » Sp Sp -|- 1 , 

l so würde folgen 

f c , e — e' c a'—a Q ti' — ß o $'— & 

d P-M — ö l ö 2 ' • • • ö p • 

Hier ruft die rechte Seite keine Änderung der oberen Indices bei den 
xf hervor; die linke thut es, wenn nicht e = e f ist; somit u. s. w. 

Ist n > j> 2 , aber n < p 3 , also n = ap 2 + bp + c (a, &, c < #) , so wählt 
man aus den n Elementen xf beliebige a Systeme von je p 2 Elemen- 
ten und b beliebige andere von je p Elementen, bildet aus den ersteren 
« Gruppen 6r 2 , aus den letzteren b Gruppen G v Die Vereinigung 
dieser a + b Gruppen liefert die Gruppe G$, welche den Forderungen 
entspricht. Denn das Produkt der Zahlen 

(a- 1)^+1, ( a -l)p 2 +2,...(a-l)p 2 +p, ...(«- l)p 2 +p 2 (a<p) 

tot eben nur durch dieselbe Potenz von p teilbar, wie dasjenige von 

X, 2, . . . j?, . . . p , 
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Ist dagegen n=p 3 , so kommt für Jw 

O - l)p» + 1, (p - 1)/ + 2, ... o - l)p* +p, (p - l)i>* +p» =p* 

wegen des letzten Gliedes eine neue Einheit zum Exponenten hinzq 
so dass in diesem Falle die Multiplikation der /) Teilgruppen G 2 nicht 
genügt. Hier nimmt man dann, genau wie bei n=p 2 , noch eine Sub- 
stitution 5 hinzu, welche in einem einzigen Oyklus alle p. p 2 Elemente 
vereinigt und deren p te Potenz in die p Substitutionen zerfällt, welche 
dem s p +i entsprechen; dann kann man ebenso wie in jenem Falle 
zeigen, dass die neue Gruppe 6r 3 allen Forderungen genügt. Zugleich 
wird ersichtlich, dass die angewendeten Schlüsse und Sätze allgemein 
giltig sind, und damit ist das aufgestellte Theorem bewiesen. 

§ 40. Da alle Gruppen G 11 6r 2 , G 31 ... in die Bildung jeder hö- 
heren Gruppe G eingehen, so erkennen wir: 

Zusatz. Ist pf die höchste Potenz der Primzahl jp, welche 
n\ teilt, so kann man eine Reihe von Gruppen 

1, (r 1? G 2 , 6? 8; ... Gx, Gx+\, ... Gf 

von n Elementen aufstellen, welche bez. die Ordnungen 

^,P, P\ P 3 , •• -P\ P l +\ >-P f 
besitzen. Jede Gruppe Gi (A</) ist in der darauf folgenden 
(r^-fi enthalten. 


Drittes Kapitel. 

Die verschiedenen Werte einer mehrwertigen Funktion und 
ihre algebraischen Beziehungen zu einander. 

§ 41. Wir haben im vorigen Kapitel gezeigt, dass jeder Funkti< 
der n Veränderlichen x x , x 2 , ... x H eine Substitutionengruppe zugehöi 
und dass umgekehrt jeder Gruppe unendlich viele Funktionen der Vei 
änderlichen entsprechen. Die Untersuchung des Zusammenhanges, dej 
zwischen verschiedenen zu derselben Gruppe gehörigen Funktionei 
besteht, wird später durchgeführt werden; zuerst liegt es uns ob, dei 
Zusammenhang, der zwischen den einzelnen Werten einer mehrwertig« 
Funktion etwa vorhanden ist, und die algebraischen Beziehungen 
ser Werte zu einander klarzulegen. 

Wenn <p(x l ^ x 2J ...x n ) keine symmetrische Funktion ist, oder 
anderen Worten, wenn die Substitutionen s 1 =l 1 s 2 , s 3 ,...s r der Gruj 
6r, die zu <p gehört, nicht alle möglichen n\ Substitutionen erschö] 

i 
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'r<w!), so nimmt <p unter der Wirkung irgend einer der übrigen Sub- 
stitutionen 6 2 einen neuen Wert <p 2 = qp^ an. 

Wir bilden jetzt eine Tabelle, deren erste Zeile aus den säni't- 
ichen Substitutionen der Gruppe G bestehen möge: 

S 1 = l, S 2 j ^8? *•• &r] ^"5 9*1* 

)ie zweite Zeile werde aus dieser durch rechtsseitige Multiplikation 
Jler Substitutionen Si mit a 2 erhalten. Es entsteht 

^2 ) ^2 **2 1 ^8 ^2 > * * ' &r ^2 ) • ^2 5 9V 

)ann folgt [vergL zweites Kapitel § 35] 1) dass alle Substitutionen 
lieser Zeile q> x in <p 2 überführen; denn es ist <p. v , 2 = <p<y 2 , da 9?^ = ^! 
st; 2) dass nur die Substitutionen dieser Zeile q> x in <p 2 umwandeln; 
lenn ist t eine Substitution, welche dies vollbringt, so wird 

werden, also lässt t<5 2 ~ 1 die Funktion <p x ungeändert; daher ist t6 2 ~ 1 
= Si und t==(rö 2 ~ 1 )o 2 =^Si6 2y was zu beweisen war; 3) dass alle Sub- 
sumtionen dieser Zeile von einander verschieden sind; denn aus s a a 2 
= Sp0 2 würde folgen s a = 5^; 4) dass alle. Substitutionen dieser Zeile 
ron denen der ersten verschieden sind; denn aus s a ^2 ==s ß würde fol- 
gen G 2 = s r 1 Sp = s Y . 

Erschöpfen die 2r Substitutionen s u und s a 2 der beiden Zeilen 
ioch""nTcht alle möglichen n\ Substitutionen (*'<-|w!), so giebt es 
rine neue Substitution tf 3 , welche dann auch einen neuen Wert von 
p, tp 03 =<)pg hervorruft, weil alle Substitutionen, die q) t oder qp 2 her- 
vorrufen, bereits in den ersten beiden Zeilen stehen. Die hierdurch 
9ed^ngte dritte Zeile unserer Tabelle 

bat) wieder die soeben erwähnten vier Eigenschaften: sie enthält nur 
solche und auch alle diejenigen Substitutionen, welche qp in <p 3 um- 
ändern; sie enthält nur unter sich und gegen die der früheren Zeilen 
verschiedene Substitutionen. Sollten durch diese 3r Substitutionen noch 
nicht- alle möglichen n! erschöpft sein, so fährt man in gleicher Weise 
(ort, bis alle n! Substitutionen in den Zeilen von je r Substitutionen 
Untergebracht sind. 

Solchen Tabellenbildungen werden wir häufiger begegnen; es wer- 
len dabei stets die Eigenschaften auftreten: 1) alle Substitutionen 
iner Zeile besitzen eine besondere Eigentümlichkeit; 2) nur die Substitu- 
ionen dieser Zeile besitzen diese Eigentümlichkeit; 3) sie sind sämt- 
ich von einander verschieden; und mitunter tritt auch die vierte Eigen- 
diaft auf: 4) sie sind von denen der übrigen Zeilen verschieden. 


.- -l 
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Aus unseren Entwickelungen können wir nun die Schlüsse ziehen: 

Lehrsatz I. Hat die mehrwertige Funktion <p (x l} x 21 ... #,,) 
im Ganzen q Werte <p 15 qp 2 , qp 3 , ... <p,,, und wird <p in diese ein- 
zelnen Werte durch die Anwendung gewisser Substitutionen 
z. B. 1, tf 2 ,"ff 3? ... () übergeführt; ist ferner 6r, die Gruppe von 
<? = <?!, von der Ordnung r, und enthält G die Substitutionen 
5j — 1, s 2 , s g , ... s r , so kann man folgende Tabelle entwerfen: 

*Pl'l ^1 == *■) ^2J S 3? ••• S r ] Cr x 

9^2 5 ^2 J ^2 2? ^3 2 ? • • • ^ r 2 J ^1 * ^2 

9^3 5 **8> ^2^3? $8 8? '•• ^ r 3? ^1 • 3 


in der jede Substitutionenzeile alle diejenigen und nur die 
Substitutionen enthält, welche <p in den der Zeile vorange- 
schriebenen Wert von <p x umwandeln. 

§ 42. Aus dem Umstände, dass alle Substitutionen dieser Ta- 
belle von einander verschieden sind, und dass die q Reihen der Tabelle 
alle Substitutionen erschöpfen, ergeben sich folgende Sätze: 

Lehrsatz II. Die Ordnung r einer Gruppe G von n Ele- 
menten ist ein Teiler von n\ 

Lehrsatz III. Die Anzahl q der Werte einer ganzen Funk- 
tion von n Elementen ist ein Teiler von n\ 

Lehrsatz IV. Das Produkt aus der Anzahl q der Wefrte 
einer ganzen Funktion von n Elementen in die Ordnunfg r 
der zugehörigen Gruppe ist gleich w! 

Durch den dritten Lehrsatz wird die Existenzmöglichkeit nu 
wertiger Funktionen eingeschränkt; so wird es unter den Funktio] 
von fünf Elementen keine sieben- und keine achtwertigen geben*, d< 
auch hierbei sind die Grenzen noch zu weit gezogen, wie die im 
fünften Kapitel durchzuführende Untersuchung beweisen wird. 

§ 43. Die Ableitung der eben aufgestellten Sätze beruhte darauf 
dass wir alle überhaupt möglichen Substitutionen durch Systeme von 
je r derselben Sx <fy (Ä = 1, 2, . . . r; p = 1, 2, . . . q) erschöpfen konnten. 

Dieselben Schlüsse sind aber auch in dem allgemeineren Falle 
anwendbar, dass alle Substitutionen der zu <p gehörigen Gruppe G in 
der, zu einer anderen Funktion rjj gehörigen Gruppe H enthalten sind, 
dass also die Gruppe G ein Teil oder eine Untergruppe von üTist. 
Wir kommen von diesem allgemeinen Falle zu dem speziellen, im 
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41 soeben behandelten zurück, indem wir die umfassendere Gruppe 
S als symmetrische Gruppe annehmen und von den dort gebrauchten 
Beweisen zu den hier notwendigen, indem wir lediglich statt der Worte 
„alle möglichen Substitutionen" die Worte „alle t\ Substitutionen von 
H u einsetzen. Man erkennt dann, dass alle Substitutionen von H 
durch eine Anzahl von Zeilen mit je r Substitutionen der Form Siö u 
(A = l ; 2, 3, ...r) erschöpft werden, und kommt zu den Sätzen: 

Lehrsatz V. Sind alle r Substitutionen der Gruppe G un- 
ter denen der Gruppe H von der Ordnung r ± enthalten, so ist 
r ein Teiler von r v 

Lehrsatz VI. Sind zwei Funktionen <p und rjj derselben n 
Elemente gegeben, und behält ^ für alle Substitutionen, 
welche q> nicht ändern, gleichfalls seinen Wert bei, so ist 
die Anzahl q der Werte von <p ein Vielfaches der Anzahl q x 
der Werte von ^. Der Fall Q = Q 1 ist dabei eingeschlossen. 

Denn es ist 

n! w! 

§ 44. Eine neue Erweiterung unserer Betrachtungen würde darin 
bestehen, dass die Gruppen G und H in einigen Substitutionen über- 
einstimmen. Dieser Fall kann sofort auf den des vorigen Paragraphen 
zurückgeführt werden. Wir benutzen dazu folgenden Satz: 

Lehrsatz VII. Die gemeinsamen Substitutionen zweier 
juppen bilden eine neue Gruppe, deren Ordnung dann ein 
frier der Ordnung jeder der beiden Gruppen wird. 

Denn gehören <?, t sowohl G t als G 2 an, so wird auch 6.x so- 
kl G x als G 2 angehören und sich also auch unter den gemeinsamen 
ptitutionen« befinden. — Dasselbe lässt sich auch folgendermassen 

t 

Ipnen: Ist *p x eine zu 6f 1? <jp 2 eine zu G 2 gehörige Funktion, so bleibt 

t = a(p 1 +ß(p 2 

beliebigen Konstanten a, ß nur dann für eine Substitution un- 

ijlert, wenn sowohl (p x als <jp 2 es bleiben, also nur für die den 

Jpen G x und G 2 gemeinsamen Substitutionen. Diese gehören zur 
x-uiifition ^ und bilden daher eine Gruppe H. % 

Zusatz. Die Ordnung jeder Gruppe IT, welche aus allen 
oder einem Teile der zwei Gruppen G x und G 2 angehörigen 
Substitutionen besteht, ist einem Teiler von r x und r. 2 gleich. 
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§ 45. Wir beschäftigen uns jetzt mit der Gruppe, welche zu 
einem anderen Werte, z. B. (p 2 der Funktion g) t gehört. Die Gruppe 
£ = (•?! von q> l enthalte 

Es fragt sich, welche Substitutionen denjenigen Wert <p 2 unge- 
ändert lassen, der durch die Substitution 2 aus ^ entsteht? Da ^ 
durch <T 2 in <P2 = <Po 2 übergeführt wird, so wird umgekehrt <p 2 durch 
2 ~ l in q> x verwandelt. Wendet man also nach einander die Substitu- 
tionen ff 2 ~S s «> 6 2 an > so 8 en * 92 durch die erste Operation in <p x 
über, die zweite lässt q) i ungeändert und die dritte verwandelt q> t 
rückwärts in <p 2 . Es bleibt also <p 2 für jedes 2 ~ 1 s a 2 ungeändert. 
Wir konstruieren daher die Zeile 

**2 ^1 ^2 == * t **2 ^2 ^2 "i ^2 ^3 ^2 ^ ' ' ' **2 ^ ^2 

und zeigen, dass diese auch alle Substitutionen der angegebenen Eigen- 
schaft enthält. Es sei r eine Substitution, welche <p 2 nicht ändert, 
dann wird rar 1 die Funktion <p 2 in qp x umwandeln; also ist 

und daher 6 2 t6f l zur Gruppe G x gehörig; wir dürfen es gleich s a 
setzen. Aus 

2 t0 2 ~ l = s a folgt t = e 2 - 1 (^r^- 1 ) tf 2 - o-g- 1 ^^, 

was zu beweisen war. Endlich erkennt man leicht, dass alle Substitu- 
tionen der obigen Zeile von einander verschieden sind; denn 

Gf ls a^ 2 = 0f~ * s * a 2 ergiebt s a = s^. 
Aus diesen drei Eigenschaften folgt, dass die Substitutionen dieser 
Zeile diejenige Gruppe bilden, welche zu cp 2 gehört; sie heisse G 2 . 
Die Gruppeneigenschaft lässt sich auch aus der formalen Bildung ab- 
leiten, da ja 

(tf 2 - * S a <5 2 ) (ö 2 ~ 1 8 ti <5 2 ) = 2 ~ 1 S a (> 2 0f~ X ) S fi C t = 2 ~ ^«S.* 2 

ist; bilden nun, wie vorausgesetzt wurde, die s a , s*, ... eine Gruppe, so 
findet dasselbe mit den neuen Substitutionen statt. 

Die durchgeführten Ableitungen gelten für alle anderen Werte 
93; 94? ••• 9? der Funktion <p; so gelangt man zum 

Lehrsatz VTII. Sind qp 1? <jp 2 , ... <p () die g Werte, welche die 
ganze p-wertige Funktion <p annehmen kann, und gehören 
zu <jp 1? <jp 2 , . .. <py die Gruppen 6r, , G 2J ... G^ entstehen ferner 
9i> 92> ••• 9«' aus 9 durch die Anwendung der Substitutionen 
^=»1, tf 2 , ... 0^^ so ist 
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ir 1 — \S 1 = 1 , S 2 , S 3 , ... S r J 

6r s = [?%~ l $i 6 2 = 1 , Ö 2 —1 S 2 2 , <7 2 ~ l S 3 <7 2 , ... <J 2 —1 S r 2 ] = «V 1 Gr x <7 2 

^ BB [ tf r 1 %^ rs: l} tf,/ -1 ^^, (V" 1 ^,^, ... tf ( ~ 1 Sr^]= s ^"" 1 6r 1 a i . 

§ 46. Die beiden Punktionen g? x und q> 2 unterscheiden sich von 
einander nur durch die Bezeichnung der irr sie eingehenden Elemente 
Xx\ wir nennen zwei Funktionen, welche in diesem Falle sind, einan- 
der ähnlich oder von gleichem Typus. Deswegen müssen auch 
die beiden Gruppen G x und G 2 gleicherweise einander ähnlich oder 
von gleichem Typus sein. Ist dies a priori klar, so kann man 
doch auch durch die Art der Ableitung von 2 ~~ 1 s a i aus s c < dieselbe 
Eigentümlichkeit beweisen, ja sogar, dass nicht nur die beiden Grup- 
pen 6r 2 und 6?!, sondern auch schon die beiden Substitutionen s a und 
und 6£~ l Su6 2 einander ähnlich sind. Man nennt diese Art der Ab- 
leitung Transformation; ö i ~~ l $ u a i ist die Transformierte von s u 
durch ff 2 , und so auch G 2 die transformierte Gruppe von G x 
durch tf 2 ; wir werden sie auch gelegentlich, wie oben geschah, durch 

6r 2 = Öf~ l G 1 a 2 

bezeichnen. Wir beweisen jetzt die Ähnlichkeit von s und a^ 1 sö. 
Bilden etwa x x , x 2 , ... x« einen Cyklus von s und enthält a die Ele- 
mentfolgen x l x 1 - n x t Xi. t ... x lz Xj , dann ist nach unserer ersten Schreib- 


weise 


Ci •*/»> ... tL/n . . . \ 
1*1 *W 3 • ' • ^< a • ' •' 


Nun wird 0— l so das Element x h durch x x und a 2 nach .r,- a fuhren und 
die Folge x t x 2 durch x ix x {tl ersetzen; ebenso x 2 x s durch x^x^ u. s. f., 
und endlich x tt x x durch x iu x ix . Der Cyklus (#!, x 2 ... # a ) in s ist 
also durch den Cyklus (#/,#/, ... #/ a ) in 0~ l so ersetzt worden; so geht 
jeder Cyklus vpn s in einen andern von gleicher Elementenzahl über, 
tum! dieser entsteht aus jenem, wenn man s gewissermassen als Funk- 
tion auffasst und in dem Ausdrucke derselben die Substitution o 
durchfährt. 

Wir sahen, dass die Funktion von vier Elementen 

il drei Werte habe, und dass ihre Gruppe daher von der Ordnung 

A 4! ö • 
I "q *o sei. 

lD r| Die Substitution <>* = (x i >x^), welche nicht in G x enthalten ist, 
K*fert den Wert 
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<jP 2 = Xi #3 + X 2 X 4 J 

und <r 3 = (#2 # 3 ) den dritten, von qp x und <p 2 verschiedenen Wert 

<)Pg = X 1 X± + ^ 2 #8« 

Man erhält durch Transformation mit tf 2 , tf 3 aus 

Cr-j = [1 , \x 1 x 2 ) , (# 3 ^4) , {x t x 2 j (x 9 # 4 ) , {x l x 3 x 2 X4) , (# x # 3 ) (# 2 ^4) > 

v*i #4) v^a ^s) > \ x i x ± x 2 x s)l 
die beiden zu <p 2 bez. qp 8 gehörigen Gruppen 

L 1 ) (^1 X 3J ) (#2 X 4J ) V*l ^8/ \^2 X AJ } (^1 ^2 ^3 X 4J ) V*l ^2/ 0^8 X 4,) ) V*l ^4) (^2 X SJ ) 

(#1 X 4 X S X 2)\l 

* Ö8 = ^8"" 1 G l 1^8 = = 
[1 , (^1^4), (^^s)) ( X 1 X *) \ X 2 X s)l \ X l X 3 X 4, X 2Jl \ X 1 X %) \ X 2 X 4j) 0*1 ^2) ^3^4/? 

(x 1 x 2 x^x s )\. 

§ 47. Zusatz I. Transformiert man eine Substitutionen- 
gruppe durch eine beliebige Substitution, so bilden die trans- 
formierten Substitutionen wiederum eine Gruppe. 

Zusatz n. Die beiden im allgemeinen von einander ver- 
schiedenen Substitutionen s a s ( i und SpS u sind einander ähn- 
lich. Denn es ist 

Zusatz m. Es ist s a SßS a ~ l die Transformierte von s* 
durch s a ~ l . 

Zusatz IV. Sind s a , 5* zwei Substitutionen, von denen die 
erste die Ordnung r besitzt, und die zweite so beschaffen 
ist, dass ihre q te Potenz, aber keine frühere unter den Po- 
tenzen von s a erscheint; ist ferner die Transformierte von 
Sp durch s a gleich einer Potenz von s,*, so hat die niedrigste 
aus s a und Sj gebildete Gruppe die Ordnung q.r (vergl. zweites 
Kapitel §§37 u. 38). 

Zusatz V. Alle Substitutionen, durch deren Transforma- 
tion eine gegebene Substitution .9 in eine ihrer Potenzen 5° 
verwandelt wird, bilden eine Gruppe. 

Zusatz VI. Alle Substitutionen, durch deren Transforma- 
tion eine gegebene Gruppe in sich selbst verwandelt wird, 
bilden eine Gruppe. 

Zusatz VII. Sind zwei Substitutionen oder zwei Gruppen 
einander ähnlich, so giebt es Substitutionen, welche die eioe 
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in die andere transformieren. Bei Substitutionen findet man die 
Transformierende sehr einfach; bei Gruppen geht man am besten auf 
zwei zugehörige,, ähnliche Funktionen über und erkennt auch dann 
leicht, wie die Transformierenden zu bilden sind. 

Zusatz vlll. Zwei Potenzen s a , &* derselben Substitution 
sind einander dann und nur dann ähnlich, wenn a, ß densel- 
ben grössten gemeinsamen Teiler mit der Ordnung von s 
besitzen. 

§ 48. Mit Hilfe des soeben eingeführten Begriffes der Trans- 
formation können wir zu folgendem Korollar der Sätze von § 43: 

Znsatz IX. Enthält eine Gruppe eine Substitution der Prim- 
zahlordnung p } so ist ihre Ordnung r ein Vielfaches von p\ 
enthält eine Gruppe G eine Untergruppe von der Ordnung p a , 
wo p eine Primzahl bedeutet, so ist ihre Ordnung ein Viel- 
faches von p a — 

auch die Umkehrung beweisen, welche folgendermassen lautet: 

Lehrsatz X. Ist die Ordnung r einer Gruppe G durch jp a , 
die Potenz einer Primzahl p teilbar, so enthält G Gruppen 
der Ordnung jp"* 

IEs sei cp eine zur Gruppe G gehörige Funktion und ^ eine zu 
der im zweiten Kapitel § 39 nachgewiesenen Gruppe H gehörige Funk- 
: | tion, welche dieselben n Elemente wie G besitzt und als Ordnung die 
\ grösstmögliche in w! enthaltene Potenz p f der Primzahl p. Dann 

haben w und ib respektive --' und p = --. Werte: diese seien 

r p r 

«Pn 9>2> ^3) ••• <Ph ••• 9*i un( * *n **? ^3? ••• ^«? ••• ^ 
mit den zugehörigen Gruppen 

1) 2) 8) '•• }-1 '*' ^n\ UllCl /ij , -"^j -*-*8) *'• h< ) ••• **■&• 

r 

Die G wie die H sind sämtlich die Transformierten eines beliebigen 
Gz respektive H ft ; die G sind sämtlich von der Ordnung r, die H von 
der Ordnung p f . Wir suchen unter den Gruppen J^, l/ 2 , ... H„ die- 
jenige aus, welche möglichst viele Substitutionen mit G x gemeinsam 
hat. Es sei dies H v Ferner nennen wir K x die Gruppe, welche aus 
allen G x und H x gemeinsamen Substitutionen gebildet ist. Ihre Ord- 
nung ist nach § 44 Zusatz ein Teiler von p f \ er heisse p^. K x ist 

* Cauchy a. a. 0. p. 250 beweist diesen Satz für «=1. Herr L. Sylow 
gab die Verallgemeinerung Clebsch Ann. V. 584-594. 

Ketto. Snbttttntionentheorie. 4 
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dann die Gruppe einer Funktion ag^ + ^i) und unsere Annahme über 
H x fuhrt zu der Einsicht, dass die Ordnung von K x nicht kleiner ist, 
als diejenige einer der Gruppen 

welche zu den Funktionen 

aqp-t + 6^2, aq> x + bf s , ... aq> x + bip VJ ... o.q> t + bip<j 
gehören und respektive die Ordnungen 

besitzen mögen. 

Wir betrachten jetzt sämtliche Werte von aq>-\~bil> } nämlich 

ihre Anzahl ist — "- • ™; wir gehen von a^ + b^ aus und transfor- 
mieren diesen Wert durch alle n\ Substitutionen. Die zu a(p x -\-b^ 
gehörige Gruppe K x hat die Ordnung p^ f also ist die Anzahl der ver 
schiedenen Werte von a^ + b^, welche durch Transformationen er 
langt werden können, gleich n\:p ii . 

Ist — j- < — • •-->, so sind durch diese erste Operation nicht alL 

ppi r pf . 

Werte von aq>x + b^ u erschöpft. Es sei ag) -\-bip T einer von den nocl 
nicht erhaltenen; dann gehört auch aq>„.„ - i-\~bil> Ta -i= s agp 1 + ft^-n,- 
zu diesen; denn könnte man von atp 1 + bip l zu ihm durch irgend ein 
Transformation kommen, so würde die weitere Anwendung der Sub 
stitution o auch zu aq) tJ + bil> t führen. Wir gehen nun von 

a^+bifta ^=a<p 1 -\-bip m 

mit der Gruppe K m der Ordnung p im aus; die Transformation durci 
alle n\ Substitutionen liefert dann n\:pß<» neue unter sich und von de 
früheren verschiedene Werte. 

h\ 1%\ fl\ fll 

Ist auch noch --, : + ~ < - -" • --' so gelten dieselben Schlüsse 

Es giebt eine neue Funktion aqp* + 6^/, ebenso eine neue aq> x -{-b^ 
= a<p x . y —i-{-bil}i x —i mit der Gruppe K n von der Ordnung pß» und in 
folgedessen n\:p in neue durch Transformation aus a(p l -\-b^; tl ableit 
bare Werte. 

In dieser Weise wird man sämtliche — * • — ' Werte, welche o<P; 

r pf 1 

+ &Vv annehmen kann, endlich erlangen. Daher ist zu setzen 
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nl n! _ n\ n\ n! 

)' p f ft* 1 p* m p*" *"' 

und da ß x grösser oder doch nicht kleiner als jedes der übrigen ß 
ist, so wird der erste Summand der rechten Seite der kleinste sein 
oder doch zu den kleinsten gehören; die Summe rechts ist daher ein 
Vielfaches des ersten Summanden 

n! n! n\ 


■==</. — , n !j> v **=q.r. p 1 . 
r pJ p* 1 

Die höchste Potenz von p, welche die linke Seite der letzten Glei- 
chung teilt, ist die f+ßi°, folglich ist rechts r höchstens durch p** 
teilbar. Da aber G von der Ordnung r die Gruppe K x von der Ord- 
dung pt* 1 enthält, so ist r auch mindestens durch p^ teilbar; folglich 
können wir r = pil t 

setzen, wo t den Faktor p nicht mehr enthält. 

Der Voraussetzung nach enthält r den Faktor p a , es ist daher « 
gleich oder kleiner als ß t ] im ersten Falle ist K x die durch den Lehr- 
satz geforderte Gruppe, im zweiten Falle ist es eine Untergruppe von 
K lf deren Existenz im zweiten Kapitel § 40 nachgewiesen ist. 

§ 49. Zu diesem Satze sind noch zwei Bemerkungen zu machen. 

Die im Beweise des Lehrsatzes benutzte, im zweiten Kapitel § 39 
abgeleitete Gruppe H war vollkommen unabhängig von der im vorigen 
Paragraphen gerade betrachteten Gruppe G\ trotzdem fand sich in H 
eine Untergruppe K u welche mit der höchsten Untergruppe von 6r, 
die eine Primzahlpotenz p ii zur Ordnung hatte, ihrem Typus nach 
übereinstimmte. Denkt man sich also irgend eine nur mögliche Gruppe 
der Ordnung jp* 1 und nimmt diese für (?, so folgt, dass H eine Unter- 
gruppe desselben Typus besitzt. Daher ergiebt sich: 

Zusatz I. Die im zweiten Kapitel §39 konstruierte Gruppe 
der Ordnung^ und des Grades n enthält in ihren Untergrup- 
pen alle Typen von Gruppen der Ordnungen p" («</). 

Ist r=*p a .p l " i .i>2**'-; wo #, p n p 2) ... die verschiedenen Prim- 
zahlen sind, welche r enthält, so giebt es in G Gruppen 

r r r 

der Ordnung 

Bildet man eine Gruppe, welche alle diese F, r n F 2 , ... enthält, 

, ' J = \* ) * 1 ) * 2J • • •!> 
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so ist G ! mindestens von der Ordnung r (Lehrsatz IX); G' ist ferner 
in G enthalten und daher gleich G. Also ist bewiesen: 

Zusatz n. Eine Gruppe G der Ordnung r^=p a .p 1 a ^.p^... 
lässt sich aus je einer Untergruppe der Ordnung p a , p x a ^ 
jPg"», ... zusammensetzen. 

Weitere Folgerungen aus dem Lehrsatze X) werden später ab- 
geleitet (§ 121). 

§ 50. Bei der im fünften Paragraphen aufgestellten Tabelle 
musste natürlich jene vierte Eigentümlichkeit solcher Tabellen, auf 
welche früher aufmerksam gemacht wurde, wegfallen: es konnten die 
Substitutionen der einzelnen Zeilen nicht sämtlich von einander ver- 
schieden sein. Denn jede Gruppe enthält ja die Substitution 1 und 
diese muss also q mal vorkommen. In dem Beispiele von § 46 kom- 
men ferner die drei Substitutionen 

(X 1 X 2 ) (#3 OC4) j (#i #3 ) (%2 X l) 1 \ X 1 %4J \^2 ^3/ 

in jeder der drei Gruppen vor. Wir wollen allgemein untersuchen, 
wann es möglich ist, dass eine und dieselbe Substitution 
den zu sämtlichen einzelnen Werten qp n <p 2 , qp 3 , ... <p,, gehöri- 
gen Gruppen 6r n 6? 2 , ... 6?,, angehört. Es wird sich zeigen, dass 
das obige Beispiel einen beachtenswerten Ausnahmefall bildet, indem 
im allgemeinen ausser der Substitution 1 keine andere besteht, welche 
alle Werte einer Funktion ungeändert lässt.* 

Wendet man auf die Reihe <p X) qp 2 , qp 3 , ... <po eine beliebige Sub 
stitution 6 an, so erhält man 

diese Werte werden, abgesehen von der Reihenfolge, mit deo ersterer 
übereinstimmen. Denn (p l} qp 2 , . „. (p (t sind alle üherhaupt mögliche]] 
Werte und die eben erlangten sind sämtlich von einander verschieden. 
Die zu der letzteren Reihe gehörigen Gruppen 

a~ 1 G 1 a 1 <5- x Gz<s, a- 1 G d a 1 ... o- 1 G (t a 

sind daher, aßgesehen von der Reihenfolge, auch mit G 1} 6r 2 , ... G 9 
identisch, d. h. die Gesamtheit von G lf t? 2 , ... G^ ändert sich bei der 
Transformation durch eine ganz willkürliche Substitution a nicht. Be- 
zeichnen wir nun mit H die Gruppe derjenigen Substitutionen, welche 
in 6r 1} G 2J ... Gt, gemeinsam vorkommen, so ist H auch die Gruppe 
derjenigen Substitutionen, welche in c~ x G 1 a^ ö m - 1 G^a 1 ... a- 1 G (f o ge- 

* L. Kronecker: Monatsber. d. Berl. Akad. 1879, S. 208. 
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meinsam vorkommen. Diese letztere Gruppe ist natürlich auch durch 
&— 1 H6 ausgedrückt; demgemäss ist 

d. h. die Gruppe H ändert sich nicht, wenn man sie auf irgend eine 
Weise transformiert; sie enthält also alle Substitutionen, die einer in 
ihr enthaltenen ähnlich sind. 

Wir untersuchen nun zunächst die Natur einer so beschaffenen 
Gruppe H. Wir betrachten diejenigen Substitutionen von Jf, welche, 
abgesehen von der identischen Substitution 1, möglichst wenige Ele- 
mente enthalten. Wir beweisen von diesen Substitutionen zuerst, dass 
in keinem ihrer Cyklen mehr als drei Elemente vorkommen können. 
Denn hätte man z. B. , • . 

so nehme man tf = (# 3 # 4 ) und da 0— 1 H6 = H ist, so wird auch 

in H vorkommen. s t unterscheidet sich dann von s nur in der Stel- 
lung der beiden Elemente a' 8) .t 4 . Daher wird das Produkt beider Sub- 
stitutionen, welches natürlich auch in H auftritt, da H eine Gruppe ist, 

sicher das Element ^ 3 nicht mehr enthalten, wohl aber die Folge x t x A ] 
ohne also =1 zu sein, hat es weniger Elemente als s, was der An- 
nahme widerspricht. 

Zweitens beweisen wir, dass die Substitutionen von möglichst 
wenigen Elementen in //, falls der Grad n>4 ist, nicht mehr als 
einen Cyklus enthalten können. Denn sonst käme in H eine der Sub- 
stitutionen vor 

I und dann auch die entsprechende durch tf - («£4 #5) transformierte Sub- 
stitution 

s a s== {%i #2) (pH ^6/ • * • 7 $ J = \ X 1 'H) \ X -> ^8 ^4) • • • 1 S Y s= V^l ^2 ^3/ \ X b X 4 X ü) • ' • 5 

folglich enthielte // auch das entsprechende Produkt 

Sa~ S a' Ä (#8 • • • ) (Xi) (pt) • • • j $,1 & (* ~~ \ X 1 *^i) \ X 4 X fi) V^8/ • • • ? 

s Y ~- s y = (xj (x 2 ) (x s ) (X±X h XfJ . . . 

welches, ohne gleich 1 zu sein, weniger Elemente enthält, als das 
ursprünglich vorhandene s. Auch dies ist nicht möglich. 

Ist also w>4, so besteht H entweder aus der einzigen Substitu- 
tion 1 oder es enthält H eine Substitution (x lt x v ) oder eine Substitu- 
tion (XxXpXy). 
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Im zweiten Falle enthält H mit (x^x,) alle Transformierten die- 
ser Transposition; es ist somit H die symmetrische Gruppe. Im dritten 
Falle enthält H mit (xxX^Xv) alle Transformierten dieser Cirkular- 
substitution dritter Ordnung; es ist also H die alternierende Gruppe 
(vergl. §§ 34, 35). 

Von H gehen wir auf G zurück: Haben 6? n G 2) ... G Q ausser 
der Einheit Substitutionen gemeinsam, so tritt der zweite oder der 
dritte Fall ein; 17, welches in jedem G enthalten ist, umschliesst 
sicher die alternierende Gruppe, also ist auch G alternierend oder 
symmetrisch und q = 2 oder = 1. 

Ist dagegen n = 4, so könnte ausser s x = 1 noch ein 

S 2 = \X 1 X 2 j (^3 ^4) 

auftreten; hiermit zugleich müssten seine Transformierten, deren es 
nur zwei giebt, 

*8 = 0*1 X s) ( X 2 O Und S 4 = Ol O ( X 2 X $) > 

vorhanden sein. Weitere Substitutionen könnte H nicht enthalten, 
ohne alternierend oder symmetrisch zu werden. Man hätte also die 
Ausnahmegruppe J _ 

xi — l^i — a ? o 2) ö 8 , ö 4 j ? 

diese geht in der That bei allen nur möglichen Transformationen in 
sich selbst über. Will man von ihr auf Gruppen G zurückgehen, so 
folgt aus § 43 Lehrsatz V), dass die Ordnung von G ein Vielfaches 
der Ordnung von jET, also von 4 ist; aus Lehrsatz II) folgt, dass die 
Ordnung von G ein Teiler von 4! = 24 ist, daher bleibt nur die Wahl 
zwischen den Zahlen 4 ; 8, 12, 24 als Ordnung von G. Die beiden 
letzten Zahlen führen auf die allgemeinen Fälle q = 2, p=l. Der 
erste r = 4 liefert l? = 6r, p = 6 und z. B. 

<Pl = \X 1 X 2 i X $ X 4J V^l^S 1 X 2 X 4J') 9*2 === (^1*^2 "T ^8^4) \ X 1 X 4 i X 2 X s) J 
9>8 — fo*8 + ^2^4) - (#1#4 + ^2^8)j 94 = ( X 1 X $ + ^2^4) - 0*1 #2 + X S X d , 

<p 6 — (a^ + # 2 ;r 3 ) — foa* +3^4), qp 6 = faxt + x 2 x 3 ) - (x t x B + x 2 xj. 

Der zweite r = 8 liefert G als Vielfaches von H. Wir müssen 
also zu H noch Substitutionen hinzunehmen, um auf G zu kommen. 
Von der dritten Ordnung darf keine derselben sein, weil sonst r = 12 
oder = 24 werden würde. Nimmt man irgend eine andere Substitution, 
so erhält man die in § 46 angeführte Gruppe, welche unter die im 
§ 39 behandelten gehört. Für sie ist q = 3 und z. B. 

Yl === X \ X 2 1 X $ X ±i ^2 == X i X s "T X 2 X 4:f ^8 == X 1 X 4 » X 2 X S* 

Lehrsatz XI. Ist w^4, so giebt es ausser den symmetri- 
schen und den alternierenden Funktionen keine anderen, 
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deren sämtliche q Werte für eiu und dieselbe Substitution 
(ausser für die identischen Substitution) umgeändert bleiben. 
Für n«=4 bleiben alle Funktionen, die zu den Gruppen von 

q>^(x 1 x 2 +x 3 x 4 ) — (x 1 x 9 + x 2 x ii ) oder von ♦ = # 1 tf a + 3fc#4 

gehören, für die Substitutionen der Gruppe 

JT-=[1, foa^fosj, {x x x 3 ){x 2 x^), (x^) (x 2 x s )] 

ungeändert. 

§ 51. Wir haben bisher den Substitutionen-theoretischen Zusammen- 
hang der g Werte einer q -wertigen Funktion untersucht; jetzt gehen 
wir zur Betrachtung des algebraischen Zusammenhanges dieser Werte 
über. 

Wir sahen am Anfange des vorigen Paragraphen, dass die Gesamt- 
heit der Werte q> u q> 2 , ... qp (> sich unter dem Einflüsse einer beliebigen 
Substitution <$ bis auf die Reihenfolge nicht ändert. Alle symme- 
trischen ganzen Funktionen von q> x , qp 2 , ... <p () bleiben daher bei der 
Anwendung jeder beliebigen Substitution tf ungeändert und sind folg- 
lich nicht nur in den qp, sondern auch in den # n x 2} ... x n symme- 
trisch und daher durch die elementaren symmetrischen Funktionen Cx 
der xx rational und ganz ausdrückbar. Bilden wir also 

S(Vi) =9Pi+9>2 + "- + 9 ) e ^^.(pu c 2i ••• c *) 

B&iV*) ==< Pl ( P2 + <Pl ( Ps+ ••• = ^2( C l> °%i ••• c ») 

#(9>i<P2 ••• 9>e) = <Pi <?2 «Ps ••• Vit = Ä?( c i> C 2> ••• c *)> 
so sind die R die Koefficienten einer Gleichung, deren Wurzeln <p u 
(p 2 , ... <p$» werden. 

Lehrsatz XII. Die q Werte qp n qp 2 , ... qp^ einer p-wertigen 
rationalen ganzen Funktion cp sind die Wurzeln einer Glei- 
chung ^ ten Grades 

(pv-R^-^ + R^- 2 — ... ±R Q = 0, 

deren Koefficienten rationale ganze Funktionen von den ele- 
mentaren symmetrischen Funktionen c 17 c 2 , ... c n der Elemente 
x* m x 2 « . . • Xn sin Q. 

§ 52. Beispielshalber suchen wir die Gleichung auf, deren Wur- 
zeln die drei Werte 

1> x = x x x 2 + x s x^ # 2 = x x x. d + x*x A , ip s = x x x± + x 2 x s 

sind, wobei x u # 2 , x s , x± die Wurzeln der Gleichung 
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f(x) ^ x*—c 1 x 3 + c 2 x 2 —c 3 x + c 4 = 
sein mögen. Zuerst findet man ganz unmittelbar 

Vi + ^2 + 9>3 = S OlO = V> 

ferner wird nach Kapitel l § 10 


9>i9>2 + 9>i9>s + ^2^8 = S(x x 2 x 2 x 3 ) = ac 4 + ßc t c 3 + yc. 


2 


2 


Die Zahlenfaktoren a, ß, y ergeben sich durch numerische Bei 
spiele gleich —4, 1, 

9>i9>2 + 9>i9>3 + ^2^3 = c i c s - 4c 4- 
Endlich ist 

<Pi9>2 9>8 == S(«i 2 W) + x^x^Six 2 ) 

= Cj C 4 4 C g #4 "T ^s • 

Folglich erhält man als Ausdrucksform der gesuchten Gleichung 

9 (<P) = <P 3 - * 2 9> 2 + 0i c 3 - 4 V - (^ 2 c 4 - 4c 2 c 4 + c 2 ) = 0. 

Wir wollen die Diskriminante dieser Gleichung, respektive ihrer 
drei Wurzeln untersuchen. Hierbei gebrauchen wir nicht die fertigen 
früher aufgestellten Formeln, welche zu umständlichen Rechnungen 
führen würden, sondern wir bilden direkt 

9>2~ 93 = Ol -O 3 ~ 0> 

^s-^i^ Oi -^3)02-^), 
und erhalten, wenn wir die Diskriminante der <p mit z/^, diejenige de* 
# mit z/ bezeichnen, 

<4p = Oi - 9> 2 ) 2 (^2 - 9>s) 2 (^3 - <PiT 

= Oi - O 2 Oi ~ *s) 2 Oi - O 2 O2 - O 2 O2 - O 2 Os - O 2 == ^- 

Wir erkennen hierdurch nebenbei, dass die Diskriminante eina* 
Gleichung vierten Grades f(x) = auch als Diskriminante einer Glei- 
chung dritten Grades gebildet werden kann. Wichtiger ist, dass der 
erlangte Speziaisatz sich nach einer anderen Seite hin erweitern lässi. 
Diese Erweiterung suchen wir auf. 

§ 53. Wir legen unseren Betrachtungen die Tabelle aus § 41 
zu Grunde. Ist tp nicht einwertig, so enthält die erste Zeile der Tabelle, 
d. h. die zu q> t gehörige Gruppe G nicht alle überhaupt möglichen 
Transpositionen. Kommt eine Transposition, z. B. (x a x ti ) in der zweiten 
Zeile der Tabelle vor, so ist dies gemäss der Konstruktion dieser 
Tabelle ein Zeichen dafür, dass q> x durch (XaXp) in <p 2 verwandelt wird. 
Es ist demnach für #« = #/* auch q>i = <p 2 ) denn dann wird die Trans- 
position 0«^)) welche aus <p x den Wert qp 2 hervorruft, auf <p x ja keine 
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Änderung ausüben. Es wird folglich <p x — <p 2 für x a = x^ zu Null wer- 
den und also durch x a — %(i teilbar sein. 

Sobald daher eine Transposition (x a Xß) in der Gruppe G von q> x 
nicht vorkommt, ist eine der Differenzen €p x — <px (A = 2, 3, . . . q) durch 
einen Faktor von der Form x a — Xß teilbar. 

Nun giebt es bei n Elementen 9 — - Transpositionen. Enthält 
die erste Zeile unserer Tabelle, d. h. G l9 genau q von denselben, so 

y% (yk \\ 

bleiben in den übrigen Zeilen 9 — — q zurück. Es wird daher 

das Produkt e w ' N e N 

VPi — <P%) *>i — <Ps) • • • vPi — Vit) 

yt faa 1 A 

durch v — - — q von einander verschiedene Differenzen der Form 

(pa — %(i) teilbar sein und folglich auch durch das Produkt derselben. 

Statt von <p t hätten wir auch von (p 2 ausgehen können. Da die 
zu ip % = q) a% gehörige Gruppe G. A = ö ii ~ 1 G i ö 2 der Gruppe G x ähnlich ist, 
so enthält auch sie q Transpositionen, und auch das Produkt 

(<P% " 9i) (% — <Ps) • • • (^2 — <P<i) 

ist durch das Produkt von — — ^ — - — q Differenzen der Form (x„ — Xp) 

teilbar. 

Dieselben Schlüsse gelten, wenn man qp 3 , qp 4 , ... qp,, zum Ausgangs- 
punkt nimmt. 

Multipliziert man die einzelnen Faktorenreihen, so wird 

4p«* (- 1) 2 ljt { (<P* ~ Vi) (<Pi-<P*) • • • (<P*- 9»-0 (vi - VH-0 • • • 

... (<PX— <Po)} 

durch das Produkt von q 9 —ff Differenzen (x m —Xß) teilbar; 

4p ist in den xx symmetrisch; das Vorkommen von (x a — Xp) als Faktor 
fordert demnach auch dasjenige jeder anderen Differenz (x Y — xs) und da- 

\ mit auch das von z/=_f ± (%a — %pf, der Diskriminante von f(x). Es sei 

k a>ß 

d* die höchste Potenz von z/, welche als Faktor in J (p eingeht; dann 
muss z/' alle vorkommenden Differenzen x a —xp in sich schliessen, 
und da z/ deren n (n — 1) und somit z/' deren n (n — 1) t enthält, so muss 

«(»-!)*>* p^ 1 )-*] 
t>l- q0 


2 n (w - 1) 
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sein. Diese Zahl t kann nur dann Null werden, wenn q= 9 — - 

ist', wenn also alle Transpositionen in G x vorkommen. Dann ist tp 
symmetrisch und 0=1. q ist ferner dann und nur dann Null, wenn 
G keine Transpositionen enthält. Einer der Fälle, in denen dies ein- 
tritt, ist der, dass G die alternierende Gruppe oder eine Untergruppe 
derselben ist. 

Lehrsatz XIII. Ist 9. eine p-wertige Funktion der n Ele- 
mente x 1} x 21 ... #„, deren Gruppe q Transpositionen enthält, 
so hat die Diskriminante 4<p der q Werte qpj, qp 2 , ... q> Q den 
Faktor 

Ist op nicht symmetrisch, so ist der Exponent von Null ver- 
schieden. Ist die Gruppe von q> unter der alternierenden 
enthalten, so wird g = 0. 

Alle mehrwertigenFunktionen enthalten demnach gleiche 
Werte, sobald zwei Elemente x einander gleich werden. 

Hieraus erkennt man, warum es im zweiten Kapitel § 32 un- 
möglich war, bei gleichen Werten der x Funktionen von n! Werten 
abzuleiten (vergl. auch § 104). 

§ 54. Wir haben für t den unteren Wert ~ .5L gefunden. 

2 n(n — 1) ° 

Dies heisst, dass die Diskriminante jeder beliebigen zur Gruppe G^ 
gehörigen Funktion durch die angegebene Potenz von J teilbar ist. 
Es wäre aber wohl möglich, dass bei einigen oder gar bei allen Funk- 
tionen der Minimalwert von t überschritten würde. 

Wir wollen annehmen, dass ein solches Überschreiten eintrete und 
dass der Exponent von /l grösser als 

2 n (n — 1) 

wäre. Die hierbei auftauchenden Verhältnisse sollen jetzt zuerst unter- 
sucht werden. Eine höhere Potenz von x (t — Xp kann A) einmal dann 
eintreten, wenn q> 1 — q>x durch x a — Xp teilbar ist, ohne dass q> x durch 
<* = (#«#/*) in (px übergeführt würde; B) ferner dann, wenn g> t zwar 
durch G = (x a Xß) in <pi übergeführt wird, wenn aber g^ — g>x durch 
eine höhere als die erste Potenz von x tt — Xp sich teilen lässt. 

A) Im ersten Falle ist der Annahme nach 

9>i — 9>* = für x a = Xp, 
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ohne dass q>x = q> a wäre, wenn tf die Transposition (x a Xp) bedeutet. 
Dann ist auch 

9>;u ,-qPa und Vi« rVn 

da sonst wegen <r 2 = 1 

Vi — «p*«* == Vn* =* 9i> 9a« 9 = Vi = Vo 
wäre. Der allgemeine im vorigen Paragraphen besprochene Fall 
würde durch Kombination der vier von einander verschiedenen 
Werte g> n qp*, qp a , <p „ nur vier durch x a — $$ teilbare Faktoren der 
Diskriminante 

<Pa — <Pl) Vl~V^ <Pla — <fX, <Pl — <Pla 

liefern. Unter unserer jetzigen Annahme, dass cp l — q>x durch x a — Xp 
teilbar sei, ohne dass <px = Vo ist, erhalten wir noch acht durch x a — Xß 
teilbare Differenzen, die im obigen Falle nicht aufgetreten wären: 

Vi — Vi, Vi — Vi] Via — Vfj} Vo — Vi<t> 

Vl — Va, (Po — V*] Vla — Vn Vi — Via- 

Die Teilbarkeit der beiden ersten ist durch die Voraussetzungen ge- 
geben; die der beiden nächsten ergiebt sich durch die Anwendung von 
6 auf die beiden ersten, denn hierdurch wird die Differenz x a — x ( i nur 
in %p — x a umgeändert, die Teilbarkeit also nicht aufgehoben. Die Teil- 
barkeit der letzten vier Differenzen folgt aus den Gleichungen 

Vx — Vo*** (Vi — Vi) — (Vrj — 9>i); Vi« — Vi = (SPi<y — Vo) — (Vi — Vo)- 
Tritt also der. Faktor x a — Xp überhaupt einmal überzählig auf, in- 
dem Vi — Vi durch x a — Xp teilbar, aber tp . cp a ist, so tritt dieser 
Faktor acht mal überzählig auf. W^gen der symmetrischen Bil- 
dung von dy tritt also jeder Faktor dann acht mal überzählig auf, 
und da d ein Quadrat wird, tritt /l vier mal überzählig als Fak- 
tor von 4^ auf. 

B) Ln zweiten Falle, in welchem tp x — q>„ oder (p x — cpi durch 
eine höhere als die erste Potenz von x a —xp teilbar ist, lässt sich 
zeigen, dass die höchste Potenz dieser Differenz, welche als Teiler 
auftritt, bei ^p 1 — ^ a eine ungerade Potenz von (x a --Xp) zum Teiler 
hat, bei (p t — (px dagegen vier mal überzählig erscheint; auch hier 
wird die überzählig hinzutretende Potenz von d also eine gerade sein. 

Es sei {x a — xp) v die höchste Potenz von x a — #*, welche cp l — Wa 
teilt, so dass 

befriedigt wird, ohne dass % noch durch x a — Xß teilbar wäre. Wendet 
man <? an* so folgt 
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(Pfj (pi = ^ xj \X a Xß) % [X^ y X% , . . . Xp , • • • X a j • • • X n J 

und durch Addition der beiden letzten Gleichungen 

U = {Xa &ß) 1% \» • • %a i • • • X (*} * ' * ) * \ -V X\' * ' X ß ) * • * Xa 1 * * V J' 

Da (Xa — x^y ■',•• ist, muss der zweite Faktor =0 sein; wäre v 
rade, so würde aus 

%\*-» Xa j • • • %(i j • • •) == % v • • *"/$ j • • • %a j • • •) 

bei Gleichsetzung von # a und xp sich ergeben, dass %(. . .#<*,. . .#«, 
= und dass folglich #(. ..# a ,. ..#^, ...) gegen die über v gemac 
Voraussetzung noch durch einen Faktor x a — Xp teilbar wäre, v 
also ungerade. 

Wäre endlich (p t — <Pz, wo (px-fCpa ist, durch eine höhere als 
erste Potenz von x a — Xp teilbar, so würde dieselbe Potenz vier r 
nämlich in 

heraustreten. Also auch hier wäre der überzählige Exponent von 
ein Vielfaches von 2. 

Lehrsatz XIV. Ist <p t eine zur Gruppe G x gehörige Fui 
tion und bedeutet g f den höchsten Exponenten, für welcl 
z/^ durch d*' teilbar ist, so wird dieser Exponent den W 

^ _ i __-?«+ 2m, m>0 

* %v n (w — 1) ' — 

erhalten*, q bedeutet die Wertzahl von q> t ] n die Zahl c 
Elemente; q diejenige der in G x enthaltenen Transposition« 
m ist nur von der Natur von <p n nicht von der Gattung, d 
<p angehört, abhängig. 

Beispiel zu A: 

*1 = ( X l ~ X 2) (#3 -%i) + S Ol# 2 )> 

i>x = Oi - **) (x 3 - x 6 ) + S(x 1 x 2 ), 

*i - #* = 0*i - x %) ( x 5 - x d- 

Es ist also t t — tyi durch x 1 —x 2 teilbar, trotzdem ty„ von ip\ n 
schieden ist. 

Beispiel zu B: 

*V* = K+ V^Ö - (- VJ)¥ - 4^, 

aber 
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§ 55. Um zu zeigen, dass die eben behandelten Fälle nicht die 
allgemeinen sind, bilden wir eine Funktion der Gattung G gemäss 
der Anmerkung von § 31. Es sei 

*r l / , •*'!, ^ • • • J i n ) 

r 

wo die Exponenten a so gewählt sind, dass aus der Gleichheit 

«o + «* + «o + . . . = (*d + «« + • . • 

die Gleichheit der Indices a, />, c, ... mit denen der rechten Seite 

d y e y ... folgt. Es möge 

^i ~ #s = ° 
werden für die Annahmen 

Da x a ', x b - } ••• noch immer von einander unabhängig sind, und da 
^i — ^2 gleichviele positive und negative Summanden, jeden mit dem 
Koefficienten 1 behaftet, enthält, so kann die Differenz 

nur verschwinden, wenn je ein Glied von dem durch a) modifizierten 
^i 8 e g en e * n Glied d es gleichfalls modifizierten jp 2 sich weghebt. 
Kommt dies z. B. bei 

ß) x u - a * + -x b >«*+--... und ß') x a - a x+-;x b >°i+ ■-... 

vor, so folgt die Gleichheit der Exponenten gleicher x in ß) und ß'), 
und daraus folgt nach der Annahme über die a, dass in zwei nicht 
modifizierten, sich nachher zerstörenden Gliedern von i\; l und ip 2 die 
zu den av, # a -, ... gehörigen Komplexe von Exponenten einander 
gleich sind, ebenso die zu den x b -, .%*, ... gehörigen Komplexe von 
Exponenten u. s. w. Man kann daher eine oder mehrere Substitutionen 
o konstruieren, welche ß) dadurch in ß') überführen, dass sie nur die 
fy, # a ", ••• unter sich, die % b > } #&•, ... unter sich u. s. w. umsetzen. Da 
hierdurch ein Term von ^ in einen von ^ 2 übergeführt wird, und da 
alle n\ Terme der Form x l t * i x 2 a *... von einander verschieden sind und 
sich auf die q Werte von ^ verteilen, so führt o ^ völlig in ^ 2 über. 
Wird also in unserem Falle ^ — ^ = für av = #a", so wird (? = 
{ x a'X u ") und # 2 = ^„: der Fall A) § 54 ist daher ein Spezialfall. 

Ist ferner, um nachzuweisen, dass auch B) § 54 den Charakter 
der Allgemeinheit entbehrt, 

^ ■» X a ' Ul Xa' ,a ^ — X a " ai Xa ,a% 

i) IPi — ta^iXa' — Xa") > X b ? X C Y X d d . . ., 

x v ^mi X a > — X a " 


r 
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so werden in den r Summanden die Ausdrücke x b ß x c Y x d d . . . sämtlich 
von einander verschieden sein. Denn es könnten zwei nur dann ein- 
ander gleich sein, wenn in ^ 1 zwei Terme existierten, die sich nur 
durch die Exponenten zweier Potenzen x a ttl j # a " Ä2 von einander unter- 
schieden, also durch die Substitution tf = (#<»' #a") in einander über- 
gingen. Dann gehörte aber a der Gruppe G x an, was der Voraus- 
setzung widerspräche. Sollte demnach die rechte Seite von y) eine 
höhere als die erste Potenz von (x a - — x a ") enthalten, so müsste jeder 
einzelne Summand der Summe {x a ' — x a ") enthalten; dies ist aber un- 
möglich, da jeder einzelne Summand nach der Durchführung der Di- 
vision in eine Reihe von Gliedern mit gleichen Vorzeichen zerlegt 
wird. B) bildet also auch einen Spezialfall. 

§ 66. Wir kennen demnach die höchste Potenz 


2 n(n-l) 

der Diskriminante von f(x), welche in allen Diskriminanten von Funk- 
tionen <p der Gattung G als Faktor enthalten ist. Gesetzt, alle diese 
enthielten noch einen gemeinsamen Faktor, der zuerst als Funktion 
der c\ auftritt, dann aber in eine Funktion der Xx umgewandelt und 
in Faktoren zerlegt gedacht werden kann; dann wird jeder dieser irre- 
duktiblen Faktoren mehr als zwei Wurzeln Xx oder, wenn nur 
zwei, dieselben in der Verbindung x a + mx t i (x --'= — 1) umfassen; 
denn x u — xp riefe eine Potenz von d hervor. Dann könnte dieser 
Faktor und damit die Diskriminante jeder Funktion der Gattung zum 
Verschwinden gebracht werden, indem man zwischen den #4 Beziehungen 
festsetzte, welche nicht in der Gleichsetzung zweier xx bestehen. Kann 
man also beweisen, dass trotz beliebiger Beziehungen zwischen den 
Xx, die nur nicht in der Gleichsetzung zweier xx bestehen, dennoch 
jede Gattung Funktionen mit nicht verschwindender Diskriminante ent- 
hält, so ist die Annahme eines neuen, nicht gemeinsamen Faktors 
ausser Av beseitigt. Der eben angeführte Satz wird in einem späte- 
ren Kapitel bewiesen. Antizipieren wir ihn, so folgt als Abschluss der 
letzten Untersuchungen: 

Lehrsatz XV. A (J ist der grösste gemeinsame Teiler aller 
Diskriminanten der zur Gattung G gehörigen Funktionen. 

§ 57. Wir kehren nunmehr zu der Gleichung zurück, deren Wur- 
zeln qpj, qp 2 , ... cpg sind 
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(vergl. § 51) und suchen die Frage zu entscheiden, ob und unter wel- 
chen Umständen diese Gleichung eine binomische werden kann; ob es 
also q- wertige Funktionen giebt, welche, in die Q te Potenz erhoben, 

symmetrisch werden. Für p = 2 wissen wir, dass j/zf = qp der For- 
derung genügt. Um die aufgeworfene Frage allgemein zu erledigen, 
setzen wir voraus, wir hätten aus der Funktion <p von der verlang- 
ten Eigenschaft die etwa darin enthaltenen Faktoren, welche =|/^ 
sind, sämtlich herausgezogen; der Quotient sei #, und es werde gesetzt 

Dann wird ^ 2 v symmetrisch werden, da <p 2 " und d*'J es sind. Wir 
setzen daher i9 ~ 

co sei eine primitive 2p te Einheitswurzel, ^ eine Wurzel der letzteren 
Gleichung; dann sind alle Wurzeln derselben 

^ n GJ^o « 2 ^ n ... CO 2 ? - 1 t^ 1 , 

und daraus folgt 

^, = ^ l «(— «(1 - - fi)) 2 (l - G> 2 ) 2 . . . (g)*C>-2_- ©**-!)*. 

Diese Diskriminante muss nach Lehrsatz XIII) durch zi teilbar sein, 
falls nicht i> selbst schon symmetrisch ist. Die Faktoren mit co sind 
von den x unabhängig, also nicht durch 4 teilbar; ^ enthält nach 

der Voraussetzung nicht mehr den Faktor V zf; folglich ist tp l sym- 
metrisch und es wird, je nachdem a gerade oder ungerade ist, 

tp = #, cp = ]/^/ . S. 

Lehrsatz XVI. Sind die n Elemente ä J7 # l> , .*. x n von ein- 
ander unabhängig, so sind die alternierenden Funktionen 
die einzigen, bei denen eine Potenz symmetrisch wird, ohne 
dass sie selbst es sind. 

$ 58. Wegen der Wichtigkeit dieses Satzes mögen hier noch 
zwei Beweise desselben folgeu, die auf ganz anderen Grundlagen sich 
aufbauen. 

1) Ist o eine g t0 primitive Einheitswurzel, so sind 

<Pi? &cp 1 , G>*qp n ... co''— l (p l 
alle Wurzeln der Gleichung 

falls man unter <p t irgend eine derselben versteht. Da die o Kon- 
stanten sind, so haben alle Werte von tp dieselbe Gruppe. Diese ist 
also nach dem Lehrsatze XI) für m>4 entweder die symmetrische 


Il 

IR1 
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oder die alternierende Gruppe, oder «= 1. Die beiden ersten Fälle lie-j 
fern q = 1 , 2. Im letzteren Falle wäre G x , die Gruppe von (p x , gleiek 
1, also p = w! Wäre 6 die Substitution, welche q> x in ax^ überfällig 
so würde 6 l die Substitution sein, welche tp x in o ; ^ 1 umwandelt. El 
müsste daher die Reihe 

1, <y, a\ ... 0*, ... (r»'- 1 

aus verschiedenen und daher aus allen möglichen Substitutionen be- 
stehen, die mit n Elementen gebildet werden können. Es würde dem- 
nach o eine Substitution des Grades n und der Ordnung w! sein; 
solche giebt es für n > 2 nicht. 

Bei w = 4 wäre eine sechswertige Funktion denkbar, deren sechste 
Potenz einwertig ist; die gemeinsame Gruppe dieser sechs Werte wäre 

(x = [1 j \X 1 X 2 ) (#3 #4)7 (^1^3) \ X 2^a)} \%l X 4J \ X 2 X z)\ 9 

Hier müsste es eine Substitution ö gegeben haben, welche q> x in %& 
überführte und von der sechsten Ordnung wäre. Das ist bei vier 
Elementen unmöglich. 

§ 59. II) Endlich möge noch ein Beweis hier Platz finden, wel- 
cher mit den elementarsten Hilfsmitteln auskommt und gleichzeitig zu 
einer wichtigen Verallgemeinerung des behandelten Satzes führen wird. 

Zuerst kann man die Frage beschränken, indem man q als Prim- 
zahl voraussetzt. Denn für Q = p»q würde aus 

<fi*=*S folgen ((piy = S, 

so dass es auch eine Funktion <p'i gäbe, bei welcher bereits die p* 
Potenz symmetrisch wird; p ist dabei ein beliebiger Teiler von q und 
kann folglich als Primzahlteiler angenommen werden. 

Ist nun q> eine Funktion, welche nicht selbst symmetrisch ist, 
von der aber eine Primzahlpotenz, nämlich die p te Potenz symmetrisch 
wird, so enthält die Gruppe von <p nicht alle Transpositionen (§ 34); 
6 = (x u X(t) möge den Wert von S t in qp„ [ (p t umwandeln. Aus 

folgt dann, wenn co eine primitive p te Einheitswurzel bedeutet, dass 

<p (T = G)<p l 

-ist. Wendet man auf diese Gleichung nochmals die Substitution <* 
an und bedenkt, dass <? 2 =1 und also q) * = (p ist, so folgt die neue 
Gleichung 9i==aJ ^ ff . 

die Multiplikation beider nebst der Division durch tp^n liefert 

£» 2 =1 

und, weil p eine Primzahl ist, p = 2 nebst <p*=$.]A4. 


Drittes Kapitel. Die verschiedenen Werte einer mehrwertigen Funktion etc. 65 

Es würde sich, nachdem wir wissen, dass nur alternierende Funk- 
ionen in eine Primzahlpotenz erhoben einwertig werden können, noch 
larum handeln, zu untersuchen, ob es Funktionen giebt, die, in eine 
Primzahlpotenz erhoben, zweiwertig werden. 

tj; sei mehrwertig, seine q te Potenz sei zweiwertig; q möge eine 
Primzahl sein. Dann giebt es eine Cirkularsubstitution dritter Ord- 
nung <y = (#«#£# y ), die nicht in der Gruppe von ^ vorkommt, da diese 
ja nicht alle Substitutionen dieser Form enthalten kann, ohne die al- 
ternierende Gruppe zu werden (§ 35). Es sei also f ff --}:^ u aber 

da i> q als zweiwertige Funktion unter dem Einflüsse einer Cirkular- 
substitution dritter Ordnung ungeändert bleibt. Es wird daher, wenn 
w eine von 1 verschiedene und also primitive q te Einheitswurzel be- 
zeichnet, ^^ßj^ 

werden. Wendet man auf diese Gleichung die Substitutionen ö und 
<f 8 an und bedenkt, dass tf 8 = 1 und tl> a * — ^i ist, so folgt 

durch die Multiplikation dieser drei Gleichungen und Wegheben der 
Funktionalwerte ergiebt sich co 8 = 1 und q = 3. 

Wenn wir w>4 voraussetzen, dann kommen in der Gruppe von 
1> auch nicht alle Cirkularsubstitutionen fünfter Ordnung vor (zweites 
Kapitel Lehrsatz X). Ist r eine der nicht vorkommenden, so wird 
fc+fc sein, dagegen ^^^^^y^ 

und daher, wenn unter cä eine von 1 verschiedene g te Einheitswurzel 
verstanden wird, , — , 

Genau wie oben folgt hieraus, da t 5 =1 ist, 

ty+ — CD^r, tyt* =ßj V^j i>t* = (Ott*, ^i = äipt*) 
und durch Multiplikation cö 5 =l, g = 5. 

Dies widerspricht dem ersten Resultate. Also kann n nicht 
grosser als 4 sein. 

Lehrsatz XVII. Ist n>4, so giebt es keine mehrwertige 
Punktion, von der eine Potenz zweiwertig würde, falls unter 
ihren Elementen x keine Beziehungen bestehen. 

§ 60. Wir führen diese Untersuchungen dadurch zum Abschluss, 
dass wir för n^4 nach der Existenz von Punktionen der angegebenen 
Eigentümlichkeit fragen. 

Netto, Substitutionentheorie. 6 
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Der Fall w = 2 erledigt sich von selbst. 

Für w = 3 nehmen wir eine systematische Aufsuchung etwa vor- 
handener Funktionen derart vor, dass wir zuerst den Typus 

(p 1 = ax l '' + ßx 2 r + yx 8 r 

zu Grunde legen und versuchen, a, /3, y und r derart zu wählen, 
dass den Forderungen genügt wird. Wir benutzen dabei den Umstand, 
dass ein o = (x 1 x 2 x 3 ) den Wert op f , =«»0^ (q 8 =1) aus q> x hervorruft. 
Es würde also 

<p a — ax{ + ßx/ + yx{ = o {ax{ + ßx 2 r + y# 8 r ), 
7> = roa, |3 s = s cjy = o 2 a > a = co/8==cD 2 y = Gj 8 a = a. 

Diese drei Gleichungen sind für jedes a erfüllbar; sei a = l, so wird 

<p = a; 1 r + <» 2 # 2 r + <*>£$ 

eine Funktion der verlangten Art. Dies zeigt auch die wirkliche Aus- 
rechnung. 

Es ergiebt sich \ 

± T V^ (?l 2r X2 r - Xl 2r Xs r +*2 2r Xs r - X** r Xi r + V% r - V^O- ' 

Für r=l erhält man eine Vereinfachung dadurch, dass die letzte 
Klammer den Wert 

Yd = {x x - x 2 ) (x x - x z ) (x 2 -x d ) 

erlangt, während sie im allgem einen Falle nur eine rationale Funk- 
tion von y /l ist. Setzt man, wie es früher geschah, 

•^1 ~T *^2 "T" *^3 x== ' ^1 5 *^1 *^2 "•" #2 ^3 "T" ^S^l s== ^2 ) *^1 **2 ^3 "^ ^8 ) 

so wird für r = 1 


9 - t (~ 2cx 8 + 9^ - 27c 3 ± 3]/- 3^). 

Es sei jetzt w = 4. 

Dass eine Funktion vom Typus ax x r + ßx 2 r + Y%{ + ##/, welche 
in jedem Summanden nur eine Wurzel enthält, nicht der Bedingung 
genügen kann, für o=\x x x 2 x^) den Faktor o anzunehmen, ist er- 
sichtlich. 

Wir versuchen, ob wir bei Funktionen von der Form 

<p x = ax 1 r x 2 r + ßx 2 r x z r + yx z r x x r + x{ (cc 1 x 1 r + ß x x 2 r + y^/) 

zum Ziele kommen können. Hier enthält jeder Summand zwei der 
vier Wurzeln. Sollte sich auch bei diesem Typus die Unmöglichkeit 

herausstellen, dass die Einwirkung von 6 = (x x x 2 x s ) den Faktor 

_ i4-i/:i3 
o)= ~ hervorruft, so müssten wir zu neuen Funktionenformen 


I 
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und zwar zu immer komplizierteren übergehen. Wir werden aber 
schon hier ein positives Resultat erhalten', und zwar schon für r==l. 

jus wira <p a = ax 2 x 9 + ßx s x x + yx 1 x 2 + x A (a 1 x 2 + ß x x s + frxj) 
und aus (p a = cocp 1 folgt die Reihe der Bedingungen: 

y««o, ^=yo = ßo 2 , a «= /3 co = y co 2 = a co 3 , 
y x = a t G) , ß x — y x G) = ci^co 2 , «! = ß x G> ^y x Gi % ^ «x^ 8 , 

welche sämtlich für gj 3 = 1 erfüllbar sind. Folglich ist 

q> t « a (x x x 2 + co?x 2 x$ + «^3^1) + «i (#i#4 + o 2 rr 2 a; 4 + &x B x^). 
Es muss aber auch % = {x x x 2 x^ die Funktion <p x in tp t überführen, 
derart, dass y* gleich dem Produkte aus (p x und einer dritten Einheits- 
wurzel ist, da <p 1 8 = ^. Ob diese gleich co, co 2 oder o 3 werden wird, 
lässt sich a priori nicht bestimmen. Man hat 

q> t ~ax 2 x± + «i <*?x±x x + ol x x x x 2 + x s (cnccx 2 -\- w 2 aa; 4 + co a t £|). 
Die Glieder aus c^ und <p*, welche x x x± enthalten, sind bezüglich 

ol x x x x^ und a 1 co 2 x 1 x 4c ] 

soll 9> x mit einer dritten Einheitswurzel multipiziert <p t werden, so 

muss diese daher cd 2 sein. Dann folgen weiter aus 

<jp r = co 2 <p 

durch Vergleichung der Koefficienten von x 2 x 4 
' a = (cq co 2 ) o 2 = «!<», a 1 = ao 2 , 

also zwei, aber zwei miteinander übereinstimmende Beziehungen. Die- 
selben wiederholen sich bei den übrigen Koefficienten, und man findet 
daher, wenn man nach co anordnet und den Faktor a gleich 1 setzt 

9>1 Ä 0*1*2 + x s x d + ® 0*i#s + X 2 X l) + ® 8 («i*4 + ****)• 
Es ist dies eine Kombination der drei Werte einer früher gefundenen 
Ausnahmefunktion mit der Gruppe 

Cr =* [1 , \X X X 2 ) \X Z X±) , \X X X 3 ) (x 2 Xj , (X x # 4 ) (X 2 # 8 )J. 

Dass qp t 3 zweiwertig ist, erkennt man, wenn man 

X 1 X 2 i X % X ± s= Vi 1 X \ X d "T X 2 X A s= 3/3 1 X l X 4 ~T X 2 X 3~y2 

setzt. Dann stimmt cp mit dem für n = 3 abgeleiteten Ausdrucke 
überein; und da y u y 2 , j/ 3 die Wurzeln von 

y 8 - C2Q 2 + (^c 3 - 4c 4 ) y - (q 2 c 4 - 4c 2 c 4 + c 3 2 ) = 
sind, wo die c die Koefficienten der Gleichung mit den Wurzeln x x , 
x %9 # 8 , a? 4 bedeuten (§ 52), so können wir den oben für w — 3 abgelei- 
teten Ausdruck sofort in eine zweiwertige Funktion der vier x 17 x 21 
x z ,x± übersetzen, da, gleichfalls nach §52, die Beziehung d y *=4 x gilt. 
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Viertes Kapitel. 
Transiti vi tut und Primitiv itilt. Einfach« und zusammen- 
gesetzte Gruppen, tsomorfismus. 

§ 61. Wir haben in diesem Kapitel vier Haupteigenschaften i 


Substitutionengruppen zu besprechen. Die erste derselben knüpft an 
die Frage an, ob die Elemente, welche in die Gruppe eingehen, mit 
einander so in Verbindung stehen, dass ein jedes Element durch 
jedes andere ersetzt werden kann, oder nicht. Es wird z. B. von den 
Funktionen W + x,*, und XtZ.-x.t, 

die erste für gewisse Substitutionen ungeiiudert bleiben, welche auf x t 
folgen lassen x 2 oder x 3 oder x t ; die zweite dagegen wird bei keiner 
Substitution ungeäudert bleiben, welche x s oder x± auf x, folgen liisst. 
Wir definieren: eine Gruppe beisst transitiv, wenn ihre Substitutio- 
nen es gestatten, auf ein beliebiges Element ■*, jedes andere Element 
# s ,£ 8 ... x n folgen zu lassen. Daraus ergiebt Bich, dass man auf jedes 
beliebige Element x t jedes beliebige andere folgen lassen kann, näm- 
lich durch die Aufeinanderfolge der inversen Substitution s -1 von 
s — (#,#£.,.)... und der direkten t = (x J x ): ...)... Solche Gruppen, welche 
die angegebene Eigenschaft nicht besitzen, heissen intransitiv. E* 
ist von den beiden Groppen (den obigen Funktionen entsprechend) 
& — [1, (Xtxjfaxt), Oi^K^i), (x l x t )(x 2 x i )'], 

die erste transitiv, die zweite intransitiv. 

Für Funktionen gelten dieselben Bezeichnungen, transitiv respek 
tive intransitiv, wie Für ihre Gruppen. 

Die Elemente einer intransitiven Gruppe teilen sich demnach 
in Systeme von transitiv zusammenhängenden Elementen. So 
es in einer vorgelegten Gruppe Substitutionen geben, welche %g 
x s1 ... x a untereinander verbinden; andere, welche x a +ij ... x a +i, ver- 
binden u. s. w., aber keine, die auf x x etwa aja+i, ... folgen 
also ein xi(Ka) und ein x fl (ji>ai) in einem Cjklus haben. Di* 
Max im alanzahl der Substitutionen der einzelneu Systeme ist a\ he«' 
b\ , . . . und daher die Maxim alanzahl derjenigen der intransitiven Grupp 6 
hei yorgeschri ebenem a, 6, ... gleich a\ b\ ... Ist nur n gegeben, 
so steht von a, 6, ... lediglich fest, dass a + fi-J- ... =n sei. Da» 11 
ergiebt sich die Maximalanzahl der Substitutionen einer intrani 
Gruppe aus den Gleichungen 
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*(»- 1)! 1! - ^^ • (n-2)l 2!>(«-2)! 2!, n>3, 
(»-2)I2!-^-^.(n-3)!3!>(n-ä)!3! l w>5, 

(a+b + c+d . ..)!>(«+&)! (c+d+ ...)\>a\ blcl ... 

Lehrsatz I. Die Maximalzahlen für die Ordnungen intran- 
sitiver Gruppen sind 

(n-1)!, -i( w -l)!; (n-2)!2!, (w-2)!; (n-3)!3!, (n-3)!2!;... 

Hier beziehen sich die beiden ersten Ordnungszahlen auf die symme- 
trische und die alternierende Gruppe von (n — - 1) Elementen; die dritte 
Hiuf die Kombination der symmetrischen Gruppen von (n— -2) und 
ton 2 Elementen; die vierte kann entweder bei der Kombination der 
i< alternierenden Gruppe von (w — 2) und der symmetrischen von 2 Ele- 
menten auftreten, oder bei der symmetrischen Gruppe von (n — 2) Ele- 
menten, indem die beiden übrigen Elemente sich gar nicht an der 
Bildung von Substitutionen beteiligen u. s. f. 

Die Konstruktion intransitiver Gruppen aus transitiven kann in 
ihrer Allgemeinheit erst später (§ 90) angegeben werden. 

§ 62. Wir wollen jetzt die Substitutionen einer transitiven Gruppe 
in eine Tabelle einordnen. Die erste Zeile enthalte alle diejenigen 
Substitutionen, welche das Element x x ungeändert lassen und nur 
diese, und jede nur ein einziges Mal: 

Dem Begriffe der Transitivität gemäss giebt es eine Substitution <7 a , 
welche auf x x das Element x 2 folgen lässt. Wir bilden als zweite 
Zeile unserer Tabelle 

"2? ^2 2 5 ^3 2) '•• $m®2 

und beweisen: 1) alle Substitutionen derselben enthalten die Folge 
%^; denn $ a lässt x x ungeändert, tf 2 führt x t in x 2 über, also wird 
M 8 . auch x t in x 2 überführen; 2) alle Substitutionen, welche x 2 auf 
#i folgen lassen, sind in dieser Zeile enthalten; denn ist z eine solche, 
80 wird r<5f- x das Element x 1 nicht ändern und daher gleich sx sein; 
1 muss = Si<s 2 werden; 3) alle Substitutionen dieser Zeile sind von 
einander verschieden, da aus s a 2 = Sß(5 2 durch rechtsseitige Multipli- 
kation mit Gf l folgen würde s a = Sß] 4) die Substitutionen dieser 
Zeile sind von denen der ersteren verschieden, da diese x t ungeändert 
kwen, jene nicht. 
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Wir wählen weiter eine Substitution tf 3 , die x x in x s ^herführt, 
und bilden mit ihr 

Dann lassen sich von dieser dritten Zeile dieselben Eigenschäften 
nachweisen, wie von der zweiten. Wir fahren so fort, bis durch 
n Zeilen alle Substitutionen der Gruppe aufgebraucht sind. So er- 
kennen wir: 

Lehrsatz n. Ist m die Anzahl derjenigen Substitutionen 
einer transitiven Gruppe, welche ein Element x x nicht um- 
stellen, so ist die Ordnung r der Gruppe gleich ww, also ein 
Vielfaches vom Grade der Gruppe. 

Eine leicht ersichtliche Erweiterung dieses Satzes ist folgende: 

Zusatz. Sind x a , Xb, x c , . . willkürliche Elemente einer 
Gruppe 6r, ist m die Anzahl der Stellen, in welche die Sub- 
stitutionen von G die Elemente # a , x b , x Cl ... überführen, r' 
die Ordnung derjenigen Untergruppe von G 7 welche x a) x b) 
x c , ... nicht umsetzt, so ist r die Ordnung von G gleich m.r\ 

G braucht nicht transitiv zu sein; der Beweis ergiebt sich ver- 
mittelst der Bildung einer Tabelle, bei der die Substitutionen jeder 
einzelnen Zeile # a , x b , x c , ... in gleicher Weise umsetzen. 

§ 68. Die m Substitutionen, welche x x nicht umsetzen, bilden 
eine Gruppe G XJ welche in G enthalten ist. Diejenige Untergruppe 
von 6r, welche das Element x 2 nicht enthält, heisse G 2 u. s. f. bis zur 
Untergruppe G n) welche x n nicht umstellt. 

Alle diese Gruppen sind einander ähnlich, denn man hat, wenn 
die tf 2 , tf 8 , ... dieselbe Bedeutung haben wie im vorigen Paragraphen, 

G 1 = 2 G 2 6 2 - 1 = S G S 6 S - 1 = ... =tfn6r n tf n - 1 . 

Es sind also alle G a wie G tl von der Ordnung m; und wenn wir mit 
[q] die Anzahl derjenigen Substitutionen von G x bezeichnen, welche 
genau q Elemente umstellen, die übrigen n— 1 — q aber nicht ent- 
halten, so ist [q] auch die entsprechende Zahl für jede der anderen 
Gruppen 6r 2 , 6r 3 , ... G„. Aus d$r Bedeutung des Symbols [q] folgt 
dann als Identität 

m-[w-l] + [n-2] + ... + [g]+... + [0], 

wobei [0] = 1 ist. G 1} 6r 2 , ... G n besitzen demnach insgesamt n[n — 1] 
Substitutionen, welche n'— 1 Elemente umstellen; alle diese sind von 
einander verschieden, da keine Substitution aus Gp, welche nur $f 
nicht umsetzt, in irgend einer anderen Gruppe G Y vorkommen kann. 


1 

[ 
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Anders ist es mit den Substitutionen, welche genau n — 2 Elemente 
umstellen: bleiben in einer Substitution x a und xp ungeändert, so kommt 
sie sowohl in G a unter den \n — 2] vor, als auch in Gp. Hier wird 
also jede Substitution von den n [n — 2] vorhandenen doppelt gerechnet, 

und in G giebt es nur ~ [n — 2] verschiedene Substitutionen, welche 

genau n — 2 Elemente umstellen. Ebenso kommt jede der n [q] Sub- 
stitutionen von q Elementen, welche in G l} 6? 2 , .. G n auftreten und 
also n — q Elemente ungeändert lassen, in n — q verschiedenen von 
diesen Gruppen vor und ist also bei allen n[q] Substitutionen in 6r n 
6r 2 , ... G n gerade (n — q) mal gezählt; folglich existieren in G nur 

[q] Substitutionen, die genau q Elemente umstellen? Somit ist 

die Anzahl aller Substitutionen in 6r, welche weniger als n Elemente 
umstellen, 

y [»-iJ+f[»-2J + ... + -*-^ [«] + ...+ £[<>]. 

Zieht man diese Zahl von derjenigen aller in G enthaltenen Substitu- 
tionen ab, so bleibt die Anzahl derjenigen Substitutionen zurück, 
welche alle n Elemente umstellen. Nun ist nach -dem zweiten Lehr- 


er 


V 


r = m . n = n [n — 1] + n [n — 2] + . . . + n [q] + . . . + n [0], 
also ist die gesuchte Differenz gleich 

Keiner der Summanden in der Klammer ist negativ, der letzte wird 

w— 1 
wegen [0] = 1 gleich - — ; also ist diese Anzahl 7>n— 1. 

ft 

Lehrsatz m. Jede transitive Gruppe hat mindestens n— 1 
Substitutionen, welche alle n Elemente umsetzen. Giebt es 
mehr als w— 1 derartige Substitutionen in der transitiven 
Gruppe, so besitzt dieselbe auch solche, welche weniger als 
(»— 1) Elemente umsetzen.* 

§ 64. Wir betrachten eine zweite Gruppe w ten Grades 6r f ; diese 
habe mit G alle die Substitutionen gemeinsam, durch welche sämtliche 
» Elemente umgesetzt werden. G f sei gleichzeitig von möglichst 
D iedriger Ordnung; dann ist jede Substitution von G f auch in G 
Abhalten. G r sei endlich auch transitiv; dann gilt der obige Lehrsatz 

* C. Jordan: Liouville Journal (2). XVII p. 351. 
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auch von ihr, und es ist die Anzahl der Substitutionen in ihr, welche 
alle Elemente umsetzen, 

»(i[n-2]'+|-[n-3r+...^=- 1 [2]' + ...+ ^- 1 [0]'), 

falls [q\ f für G r dieselbe Bedeutung hat, wie [q] für G. Der An- 
nahme nach stimmt diese Zahl mit der oben ähnlich gebildeten über- 
ein. Man hat also 

!_{ [w _2]_[»_2]'} + -f{[n-3]-[n-3]'} + ... 

•••+^Z7- 1 {M-M'} + .-. = o. 

Da G 1 ganz in G enthalten ist, so kann keine der geschweiften Klam- 
mern negativ sein; also sind sie sämtlich gleich Null. 

Lehrsatz VI. Stimmen zwei transitive Gruppen in den- 
jenigen Substitutionen überein, welche alle Elemente um- 
setzen, so können sie sich überhaupt nur in denjenigen Sub- 
stitutionen von einander unterscheiden, welche nur Ein Ele- 
ment ungeändert lassen. 

§ 66. Eine Gruppe keisst Jfc-fach transitiv, wenn ihre Substi- 
tutionen es erlauben, Je beliebige Elemente auf Je gegebene folgen zu 
lassen. Dann kann man, wie sich leicht zeigt, auf Je beliebige Ele- 
mente Je beliebige andere folgen lassen. Natürlich ist hierin der Fall 
eingeschlossen, dass einige der Elemente ihre Plätze nicht ändern sollen. 
So muss es in einer vierfach transitiven Gruppe Substitutionen geben, 
welche x t und x 2 ungeändert lassen, x 9 durch x± und # 4 durch x z er- 
setzen; die Substitutionen müssen die Form haben (x 1 )(x 2 )(x s x^)(x 6 ..^'n 
wo über die Verbindung oder das Vorkommen der Elemente x 5} x Bf .<* 
keine weiteren Bedingungen bestehen. Ebenso muss diese Gruppe 
eine Substitution enthalten, welche a? 1} x 2 , x S} # 4 ungeändert lässtj 
dies thut z. B. die identische Substitution 1. 

Wir haben im zweiten Kapitel § 37 eine zweifach transitive Gruppe 
des Grades 5 und der Ordnung 20 gefunden. Sie wurde durch die Kom- 
bination der beiden Substitutionen s = (x^x^x^x^) uhd 0= B .(# 8 a WO 
gebildet, und man überzeugt sich leicht, dass wirklich die Überführung 
jeder Kombination x a > Xß in jede andere x Y , x$ durch eine und auch 
nur durch eine Substitution jener Gruppe geleistet werden kann. 

Dreifach transitiv ist z. B. die alternierende Gruppe von fünf Ele- 
menten. Fordert man etwa eine Substitution derselben, welche x % un- 
geändert lassen und auf x x und # g , respektive x 5l x s folgen lassen soll, 
so wird s = (#i# 6 # 8 ) der Forderung genügen, da diese Substitution aus 
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iner geraden Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt ist. Vier- 
ich transitiv dagegen ist diese Gruppe nicht; denn sonst müsste sie 
ine Substitution enthalten, welche x u x 2 , # 3 , x± in # 15 x 2} x QJ x h um- 
wandelt. Dies könnte nur = (#4^5) sein ; das gehört aber nicht der 
.lternierenden Gruppe an. 

Allgemeiner können wir beweisen, dass die alternierende 
jruppe von n Elementen (n — 2)-fach transitiv sei. Denn bei 
len durch die Transitivität erlaubten Forderungen treten entweder 
1— 2, oder w — 1, oder alle n Elemente auf. Im ersteren Falle können 
iie beiden zurückbleibenden Elemente zu einer Transposition r ver- 
bunden werden, und wenn o eine Substitution ist, welche den w — 2 
Forderungen genügt, so thut es auch tfr; eine der beiden Substitu- 
tionen gehört aber zur alternierenden Gruppe. 

Treten dagegen im zweiten Falle w — 1 Elemente in den Forde- 
rungen auf, so liefern dieselben, wenn man sie zu Cyklen zusammen- 
schiebt, eine ungeschlossene Reihe. Denn ein geschlossener Cyklus zwi- 
schen m Elementen repräsentiert m Folgen und erfüllt m Forderungen; 
so oft also von den Forderungen durch gegenseitiges Ineinandergreifen 
der Elemente geschlossene Cyklen gebildet werden, ist die Zahl der 
verwendeten Elemente gleich derjenigen der befriedigten Forderungen. 
Tritt nun in unserem Falle eine ungeschlossene Reihe auf, so kann 
man sie entweder unmittelbar schliessen, oder erst das letzte noch 
freie Element hinzufügen und sie dann schliessen. Beide Substitutio- 
nen erfüllen die Forderungen; die eine derselben gehört der alternie- 
renden Gruppe an (zweites Kapitel Lehrsatz XI). 

Alle n Elemente endlich können nur dann in den w — 2 Forde- 
rungen vorkommen, wenn diese zwei ungeschlossene Reihen hervor- 
rufen. Nun kann man von diesen beiden entweder jede für sich 
schliessen, oder man kann sie aneinander schieben und in eine Klam- 
mer zusammenfassen. Beide Substitutionen erfüllen die Forderungen; 
die eine derselben gehört der alternierenden Gruppe an, genau wie 
oben. Die alternierende Gruppe von n Elementen ist also mindestens 
(n— 2) -fach transitiv; (w— l)-fach transitiv kann sie nicht sein, da 
sie keine Substitution enthält, welch x u x 21 ... #„_ 2 ungeändert lässt 
und #„_! in x n überführt. 

§ 66. Ist G eine Ä-fach transitive Gruppe, so wird diejenige 
Untergruppe G r von 6r, welche x x nicht enthält, (Je— l)-fach transitiv; 
liejenige Untergruppe G n von G\ welche x 2 nicht enthält, (fc — 2) -fach 
ransitiv sein, u. s. w.; endlich wird die Gruppe 6r ( *~~ 1} , welche x u x 2) 
.. #*_i nicht enthält, einfach transitiv werden. Wendet man nun den 
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Lehrsatz II) der Reihe nach auf G (A—1) , ... G'\ G\ G an, so erhalt 
man den 

Lehrsatz V. Die Ordnung r einer fc-fach transitiven Gruppe 
ist gleich n(n— l)(w — 2)...(w — Je + l).m, wo m die Ordnung 
einer Untergruppe angiebt, welche Je Elemente ungeändert 
lässt. — Die Gruppe besitzt Substitutionen, welche genau n, 
solche, welche genau n— 1, ...n — ft+1 Elemente umsetzen 
(Lehrsatz III). 

§ 67. Diejenigen Substitutionen einer Ä-fach transitiven Gruppe 
6r, welche nächst der identischen Substitution 1 möglichst wenige 
Elemente umfassen, mögen genau q derselben umsetzen. Es fragt sieb, 
ob zwischen den beiden Zahlen Je und q irgend ein Zusammenhang be- 
steht. Zuerst sei #^>g, und s eine der Substitutionen geringster Ele- 
mentenzahl; ihre Form sei s = (x l x 2 ...)...( r ..x q -.iX q ). Dann giebt es 
wegen der Je- fachen Transitivität von G eine Substitution, welche den 
q<^Je Bedingungen genügt 

i> 2? *^3? *•* 9. — i? 9 sollen in *^u 2? s? ••• q — i? *^ x \^^QJ 
übergehen. 6 = (x^)(x 2 )...(x q _ i) (x q x x ...) sei eine von den Substitu- 
tionen der Gruppe 6r, welche diese Forderungen erfüllen. Dann ist 

a-i s a = (x x x 2 ...)...(... x q _ t x x ) 7 

Da diese Substitution nur drei Elemente enthält, so kann q nicht 
grösser sein als 3, falls es kleiner als Je oder gleich Je ist. 

Möge zweitens Je<q und s = (x 1 x 2 . ..)...(... x k -iXk. ..).. .(...fy) 
eine derjenigen Substitutionen sein, welche möglichst wenige Elemente 
enthalten. Wir wählen ein 

6 = 0*i) (**) • • • (#*-0 (%k%* . . .)> 
was wegen der Je- fachen Transitivität möglich ist, und nehmen hierin 
für x x ein Element, welches schon in s vorkommt; auch dies ist mög- 
lich, da q mindestens gleich Je + 1 ist. Dann wird die Transformierte 

von s durch 

ö-tsö = (x x x 2 ...)...(... x k - x x x ...).. . 

sein; sie kann also höchstens q — Je neue Elemente gegen s enthalten, 
da beide Substitutionen in den ersten Je — 1 Elementen mit einander 
übereinstimmen und das Je te der zweiten in der ersten Substitution 
vorkommt. In dem Produkte (ö - 1 s0).s~ 1 fallen ferner die ersten 
Je — 2 Elemente fort, so dass in demselben höchstens noch 

q + (q-Ic)-(le-2) = 2q-2Je + 2 


s 
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cnen. Der Voraussetzung nach darf diese Zahl nicht kleiner 

q, d. h. es wird 

q^2Jc-2, 

ist das Produkt (<r~ 1 so).s— 1 weniger als q Elemente enthielte, 
Annahme über s entgegen ist. Wir sehen also: 

lrsatz VI. Hat eine Jfc-fach transitive Gruppe Substitu- 
von weniger als 2& — 2 Elementen, welche von s^l 
ieden sind, so besitzt sie auch Substitutionen von 
ens drei Elementen. 

vas Wesentliches sagt der Satz VI) nur für Je > 2 aus. In die- 
lle können wir unter Vorwegnahme der Resultate des folgen- 
agraphen den Zusatz machen: 

3atz. Enthält eine fc-fach transitive Gruppe (&>2) Sub- 
onen, die von der Einheit verschieden sind und nicht 
ls 2h — 2 Elemente umstellen, so ist sie alternierend 
jrminetrisch. 

3rmit kombinieren wir die Schlussbemerkung vom Lehrsatz V). 

b-fach transitiv, so enthält es Substitutionen von n — &+1 

ben; es ist also q < n — Je + 1. Wenn G weder alternierend 

mmetrisch ist, wird q > 2k — 2. Dann ist also n — & + 1 >* 2& — 2 
,w_+3 

" "3" ' 

fcirsatz VE. Ist eine Gruppe des Grades « weder alter- 

I noch symmetrisch, so kann sie höchstens (^ + 1 j-fach 
;iv sein. 

58. Lehrsatz viii. Enthält eine zwei- oder mehrfach 
;ive Gruppe eine Cirkularsubstitution von drei Ele- 
l, so enthält sie die alternierende Gruppe. 

sei s = (x 1 x 2 %a) die vorkommende Substitution von drei Ele- 
Da G mindestens zweifach transitiv ist, so giebt es eine Sub- 
l 6 = (# 3 )(# 1 # 4 #;t...)? folglich auch 

existieren dann 

5 § 35 folgt die Richtigkeit unseres Satzes. 

brsatz IX. Enthält eine zwei- oder mehrfach transitive 
3 eine Transposition, so ist sie symmetrisch. Der Be- 
. dem eben geführten ähnlich. 
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Bei einfacher Transitivität gelten die Sätze VIII) und IX) nur untor 
gewissen Einschränkungen. Folgende Beispiele mögen dies zeigen: 

Gi = [l f OiO OsO, ( x i x s) (^O, ( x i x d (^s), (*iO, (*W)t 

{x 1 x s x 2 # 4 ) , (x 1 x A x 2 x z )\ , 

^ = n \ X l X 2 X &)l \ X A X 5 X 6Jl \ X 7 X 8 X 9)> \ X l X 5 X d X 2 X 6 X l X S X A X s)f ' 

Transitiv sind beide Gruppen. Die erste von ihnen enthält eine Sub- 
stitution von zwei Elementen, ohne symmetrisch, die zweite G 2 eine 
solche von drei Elementen, ohne alternierend zu sein. Der Beweis 
für die erste Behauptung folgt aus der Betrachtung der vollständig 
niedergeschriebenen Gruppe. 

§ 69. Einen Beweis für die letzte Behauptung und eine Erklä- 
rung dieser Ausnahmen können wir folgendermassen geben. Wählen 
wir nach Belieben zwei oder mehrere Substitutionen zwischen n Ele- 
menten aus, so ist es als sehr wahrscheinlich anzusehen , dass die 
Gruppe geringster Ordnung, welche diese Substitutionen umfasst, die 
symmetrische Gruppe der n Elemente werden wird, oder etwa auch 
die alternierende. Denn wenn die Substitutionen ganz willkürlich ge- 
wählt sind, so werden im allgemeinen keine derartigen speziellen Be- 
ziehungen zwischen ihnen bestehen, dass durch alle möglichen Kom- 
binationen unter ihnen nur ein Teil aller n\ Substitutionen gebildet 
würde. Am naheliegendsten ist es noch, anzunehmen, dass die Sub- 
stitutionen, welche herausgegriffen sind, sämtlich aus je einer geraden 
Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt wären; dann gelangte 
man zur alternierenden Gruppe. 

Im allgemeinen können wir daher jede transitive Gruppe, die 
nicht symmetrisch oder alternierend ist, und jede intransitive Gruppe, 
welche nicht aus alternierenden oder symmetrischen Teilen besteht, 
als Ausnahme ansehen. Diese erklärt sich daun so, dass unter den 
Substitutionen, welche die Gruppe bestimmen, ganz spezielle Beziehun- 
gen stattfinden, durch welche der Kreis der durch Kombination zu er- 
zeugenden Substitutionen ein engerer wird. 

Derartige Beziehungen finden bei den obigen beiden Gruppen 
statt, und auf sie hahen wir unsere Aufmerksamkeit zu richten. Bei 
G 1 wie bei G 2 kommen nämlich gewisse Systemeinteilungen unter den 
Elementen vor, so dass jede Substitution, welche ein Element eines 
solchen Elementensystems in eins eines anderen Elementensystems über- 
führt, gleichzeitig alle Elemente des ersten in alle Elemente des anderen 
Systems umwandelt. Es bilden in G 2 die drei Elemententripel x 1} a; 2 ,% 
ferner # 4 , # 5 , # 6 , endlich # 7 , x S) x 9 je ein solches System. Lässt eine 
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ibstitution # 4 auf x x folgen, so wird sie x 2 und x z in x 6 und x 6 oder in 
und x 6 übergehen lassen; lässt eine Substitution x x unge ändert, so 
inn sie nur x 2 und x s ungeändert lassen oder untereinander vertauschen, 
i der ersten Gruppe G x bilden x x und x 2 ein solches System und # 3 , # 4 
LS zweite. Jede Substitution dieser Gruppen kann somit dadurch gebil- 
it werden, dass man zuerst die Systeme in gewisser Weise unterein- 
ider vertauscht und dann die Elemente jedes einzelnen Systems unter 
sh umsetzt. Es kann G 2 demnach nicht die Substitution (^iX 2 )(x 9 x^) 
ithalten; G 2 ist daher nicht alternierend. 

Diese Verhältnisse betrachten wir eingehender. 

§ 70, Eine einfach transitive Gruppe heisst imprimitiv, 
enn ihre Elemente in Systeme von gleich vielen Lettern Xx derart 
ageteilt werden können, dass alle Substitutionen der Gruppe die Ele- 
ente eines Systems immer wieder nur durch alle Elemente desselben 
ler eines und desselben anderen Systems ersetzen. Die Substitutionen 
ir Gruppe können also derart ausgeführt werden, dass man zuerst 
ir System vertauschungen vornimmt, und dann nur Elementenvertau- 
hungen innerhalb jedes einzelnen Systems zulässt. 

Ist eine einfach transitive Gruppe nicht imprimitiv, so möge sie 
rimitiv heissen. 

Die Potenzen einer Cirkularsubstitution eines Primzahlgrades (oder 
as dasselbe ist, einer Primzahlordnung) bilden eine primitive Gruppe. 

Die Potenzen einer Cirkularsubstitution von zusammengesetztem 
rade bilden eine imprimitive Gruppe. Die Systeme der Elemente 
tauen hierbei stets auf mehrere verschiedene Weisen gewählt wer- 
m. So kann man bei 

Cr = [1, (# 1 #2#3#4#5#6) ) (#i#s #5) (#2 ^4^6/) (#1#4/ 1^2 X h) 0^3 ^6/7 
\X 1 X^Xq) \X 2 K^Xq) , (X x X 6 # 6 #4 #3 X 2 )\ 

itweder zwei Systeme von je drei Elementen bilden x 19 x s , x 6 und 
, a? 4 , Xqj oder drei Systeme von je zwei Elementen x 1} # 4 , dann # 2 , x 6 
id endlich # 8 , # 6 . Es gilt hier der Satz, dessen Beweis wir seiner 
nfachheit halber übergehen können: 

Lehrsatz X. Ist bei einer imprimitiven Gruppe die Ein- 
ilung der Elemente in Systeme auf zweierlei Art möglich, 
kann man eine dritte Einteilung dadurch herleiten, dass 
in alle Elemente, welche ein System der ersten mit einem 
steine der zweiten Einteilung gemeinsam hat, zu einem 
uen Systeme der dritten Einteilung vereinigt. 

Zu beachten ist dabei nur, dass ein einziges Element kein Sy- 
>m in unserem Sinne zu konstituieren im Stande ist. 
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§ 71. Wir können die Substitutionen einer imprimitiven Grupp* 
folgendermassen in eine Tabelle einreihen. Die erste Zeile enthalt 
alle und nur diejenigen Substitutionen, welche die einzelnen Systeme 
ungeändert lassen und also nur die Elemente innerhalb eines jed« 
Systems vertauschen dürfen. (Je nach der Wahl der zu Grunde ge- 
legten Einteilung in Systeme kann diese Zeile verschieden ausfallen.) 

Wir bezeichnen die darin vorkommenden Substitutionen durch 

Dem Begriffe der Transitivität gemäss (denn Primitivität und Impri- 
mitivität bestehen nur bei einfach transitiven Gruppen) giebt es eine 
Substitution tf 2 , welche ein Element eines Systems in ein solches eines 
andern und damit die Systeme überhaupt in gewisser Art untereinander 
vertauscht. Wir bilden als zweite Zeile 

und beweisen: 1) alle Substitutionen dieser zweiten Zeile lassen die ] 
Systeme in derselben Weise aufeinander folgen wie tf 2 ; denn jedes 
s a lässt sie ja ungeändert; 2) alle Substitutionen, welche die Systeme 
so aufeinander folgen lassen wie tf 2 , stehen in dieser Zeile; denn thut 
es r, so wird x<3 2 ~ 1 die Systeme nicht ändern, demnach — s a sein 
und x wird =s a tf 2 ; 3) alle Substitutionen der zweiten Zeile sind von 
einander verschieden, und 4) von denen der ersten Zeile. 

Giebt es eine neue Substitution tf 3 , welche eine andere Vertauschung 
der Systeme nach sich zieht, so giebt sie die Veranlassung zur Bil- 
dung einer dritten Zeile, von welcher sich dieselben Eigenschaften 
nachweisen lassen u. s. w. 

Lehrsatz XI. Besitzt die imprimitive Gruppe G eine Unter- 
gruppe G x von der Ordnung w, welche die einzelnen Systeme 
nicht untereinander vertauscht, so ist die Ordnung r von ff 
gleich m.q. Dabei bedeutet q einen Teiler von /&!, (i die An- 
zahl der Systeme. 

§ 72, Wir betrachten die Ordnung m von G x etwas genauer. Da 
G x kein Element eines Systems in ein Element eines anderen über- 
führen darf, so ist es intransitiv. Die Anzahl der einzelnen transitiv 
untereinander verbundenen Elemente ist gleich der Anzahl der Ele- 
mente der Systeme, also für jedes xx dieselbe und zwar ein Teiler 
von n. Es sei t eine beliebige Substitution von 6r; dann bilden wir 

t-iG x t+\ 
Das Resultat ist eine Untergruppe von 6r, welche G x ähnlich ist und 
die Systeme nicht mit einander vertauscht; es ist also G x selbst. Be- 
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rächten wir jetzt aus G x nur diejenigen Bestandteile der Substitu- 
ten, welche die Elemente des ersten Systems der Imprimitivität 
nter einander vertauschen, so bilden diese eine Gruppe ü^; ebenso 
lögen die Bestandteile der einzelneu Substitutionen von G 1} welche 
lie Elemente des « ten Systems der Imprimitivität enthalten, die Gruppe 
3« bilden. H x und H a sind einander ähnlich. Denn wenn x\ ein 
Slement des ersten, x x {a) ein Element des a ten Systems der Imprimitivi- 
&t ist, dann giebt es in der transitiven Gruppe G eine Substitution £, 
welche s^ auf s\ folgen lässt, und damit alle Elemente des « ten auf 
lie des ersten Systems. ir~ 1 G 1 t wandelt folglich die Bestandteile der 
Substitutionen von G x so um, dass die Gruppe H Y in H a transformiert 
wird. H x und H a sind einander demnach ähnlich; die Ordnung des 
H bezeichnen wir mit /. 

Existieren p Systeme der Imprimitivität und daher p Gruppen 
fl H JET 2 , ... H fl1 so wird G x eine Untergruppe von 

r={fi 1 , H 2 , ... H h ) 

werden, r hat die Ordnung r'<"; die Ordnung von G x ist ein Teiler 
hiervon. 

Lehrsatz Xu. Besitzt die nicht primitive Gruppe G {i 
Systeme der Imprimitivität, so ist die Ordnung r von G ein 

Teiler von ft! ( - ■-■! j • Die Ordnung einer imprimitiven Gruppe 

des Grades n hat als Maximalzahlen ihrer Ordnung 

*(!')' »'(*')• «■(*')• - 

§ 73. Hinsichtlich der Konstruktion imprimitiver Gruppen können 

wir folgendes aussagen. Wir wählen eine beliebige Gruppe von — 

Elementen x r u x\, #' 8 , ..., welche U x heissen mögen; ihre Ordnung 
8 ei r\ Aus ft — 1 anderen Systemen von Elementen a?'^, #" 2 , #" 3 , ...; 
x "\) x '"tj x '"z) ••• werden p—1 neue Gruppen ZT 2 , H Z1 ... H ft gebildet, 
Welche sämtlich dem H 1 ähnlich sind. Endlich seien s^ a \ s 2 (a) , ... die 
Substitutionen von H a und 

F= \H U H 2J ... H^\. 

Die Ordnung der intransitiven Gruppe T ist r tu . 

Aus fi anderen Elementen y u t/ 2 , ... y h werde jetzt weiter eine 
3eliebige transitive Gruppe K konstruiert; ihre Ordnung sei r x \ ihre 
Substitutionen mögen t l9 t 21 ... t ri heissen. Dann ist 
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eine intransitive Gruppe aus n + fi Elementen. Wir wollen aber in 
dem Ausdrucke von G die Substitutionen von K symbolisch auffassen: 
Die Umstellung der Elemente y 15 y 2 , ... y ß soll durch die entsprechende 
Vertauschung der oberen Indices der x\ } #' 2 , ... #" n x n 2l ... erseht 
werden. Ist z. B. 

indem s'i^^'i)^)^) ••• das Element x\ ungeändert lässt, t x aber 
den oberen Index verschiebt u. s. f.; ebenso wird für 

s 2 == k x \ x 2 X s)) s s~\ x i x 2)? ^^^y^)? 

ö 2 Ö 8*2 — V* 1* 2/V*'2 x 8 1 *' 8 X 1/ 

werden, wie leicht ersichtlich ist u. s. f. 

Unter dieser Voraussetzung wird G eine imprimitive Gruppe von 
n Elementen, die sich in p Systeme der Impriniitivität verteilen. Die 
Ordnung derselben ist r=*r ffl .r v 

Dies folgt daraus, dass 

wird, so dass es nur r'f Substitutionen giebt ; welche die Systeme 
nicht umstellen, und r x verschiedene Systemfolgen, gemäss den r x Sub- 
stitutionen tx von K. 

Wenn umgekehrt eine imprimitive Gruppe gegeben ist, und 0$ be- 
deutet eine Substitution derselben, so kann man aus (i neuen Elementen 
Vit V2i ••• Vv e ^ ne Substitution t& konstruieren, welche die y so um- 
setzt, wie o> die Systeme. Verfahrt man so bei allen Substitutionen 
der Gruppe, dann erhält man ein System ^, t 2} . ..; diese bilden eine 
transitive Gruppe. Alle tf^fo -1 liefern, symbolisch aufgefasst, Substi- 
tutionen, welche die Systeme nicht mehr vertauschen; sie bilden eine 
intransitive Gruppe I\, bei der die einzelnen Systeme intransitiver 
Elemente gleich gross sind. J\ hat die Eigenschaft, sich bei der I 
Operation tx~ l r i tx zu reproduzieren. Dies reicht hin, um von ihr ans 
zu G zu gelangen. Die oben angegebene Konstruktion von T ist also 
nicht allgemein genug; doch sind in der nach jener Vorschrift kon- 
struierten Gruppe G alle imprimitiven Gruppen von n Elementen mit 
ft Systemen der Imprimitivität enthalten. 

§ 74 # Jetzt wollen wir den Einfluss untersuchen, den die Primi- 
tivität auf eine transitive Gruppe ausübt. Wir knüpfen dabei an die 
Lehrsätze VIII) und IX) dieses Kapitels an, indem wir, in gewissem 
Sinne jene erweiternd, den Satz aufstellen: 

Lehrsatz XIII. Enthält eine primitive Gruppe eine der 
beiden Substitutionen 
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#==(#! #2^3) oder ^ msa (x 1 x 2 ) 1 
> umfasst sie im ersten Falle die alternierende, im zweiten 
Le symmetrische Gruppe. 

Wir werden diesen Satz als einen Spezialfall des folgenden an- 
ihen und beweisen: 

Lehrsatz jlly. Enthält eine primitive Gruppe eine Cir- 
:ularsubstitution s der Primzahlordnung p, so enthält sie 
dne Reihe ähnlicher Substitutionen 

»U «2? ^8? ••* ^) ••' ^ n — JE> + 1 

derart, dass sx die Elemente x lf x 2 , x B) ... a^— 1; x p +x—i enthält. 
Dabei können x 1} x 2) ... x p —\ beliebig gewählt werden. 

Gemäss Kapitel 2 Lehrsatz VI) und IX) erhält man dann für 
P a =2, 3 aus dem letzten Satze den darüberstehenden. 
Wir wenden uns zum Beweise von Lehrsatz XIV). 
Die primitive Gruppe G soll eine Substitution s enthalten, welche 
durch einen einzigen Cyklus von der Primzahlordnung p gebildet wird. 
Wir transformieren s durch alle Substitutionen der Gruppe und er- 
halten dadurch eine Reihe ähnlicher Substitutionen s, s', s f \ ... s (t) , ... 
Diese setzen bereits alle Elemente von G miteinander in Verbindung, 
so dass H= {s, s\ ... s^ v \ ...} transitiv ist. Denn wäre dies nicht 
der Fall, dann mögen x x , ... Xk alle die Elemente sein, welche in H 
mit dem Elemente x x verbunden auftreten, während | x ein neues Ele- 
ment sein soll. Transformiert man nun s, s\ s n , ... durch eine der 
Substitutionen, welche auf ein Xi folgen lassen | n so wird dadurch an 
Stelle von %\ das neue Element % x treten. Soll dies nicht mit den 
früheren in Verbindung stehen, so müssen gleichzeitig alle x u x 2 , . . . Xk 
durch neue Elemente | 1} £ 2 ? ••• £* ersetzt werden. Erschöpfen die x% 
und die |i noch nicht alle vorhandenen Elemente derart, dass etwa 
noch ein ijj vorkommt, so giebt es eine Substitution, welche x x durch 
%i ersetzt; denn G ist transitiv. Transformiert man s, s*, s", ... durch 
diese Substitution, so geht H in sich, alle xx gehen in neue Ele- 
mente über ij n i? 2 , ... n k . Diese sind sämtlich von den £* verschie- 
den; denn wäre dies nicht der Fall, so würden mehr als Je Ele- 
mente Si, |g, ... £*, 7j u rja, 1^, ... durch s, s', s'\ ... in Verbindung 
stehen; transformierte man nun durch den reeiproken Wert einer 
Substitution, welche alle x-x in alle %i überführt, so würden die %, 
VaiVßf* in Elemente umgewandelt werden, welche auch noch mit den 
Xx in Verbindung ständen; das ist nicht möglich. So kann man weiter- 
gehen und erkennt, dass aus unserer Annahme die Imprimitivität von 

Netto, Substitutioneiitheorie. 6 
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6r folgen würde. Demnach hängen durch s, s', s", ... «*">, ..•bei 
alle Elemente der Gruppe zusammen. 

Wir greifen jetzt aus der Reihe s f , s f \ s m , ... eine Substitut!«! 
heraus, welche einige Elemente mit s gemeinsam hat und andere new: 
mit denen von s in Verbindung setzt. Nach der obigen Überlegung 
giebt es derartige Substitutionen; s f sei eine solche. Sollten nun ii 
dem Cyklus von s f mehrere neue Elemente auftreten, so kann um 
in einer passend gewählten Potenz s ftt zwei von diesen aufeinander 
folgen lassen. In s l ~ a ss ta wird dann, wie man leicht erkennt, du 
zweite der neuen Elemente und überhaupt jedes neue, welches auf ein 
anderes neues folgt, wegfallen; dagegen jedes neue, welches auf ein 
altes folgt, bleiben; die Transformierte s f ~ a ss la hat somit auch noch 
neue Elemente mit denen von s in Verbindung gebracht, aber weniger 
als s r . Ist etwa 

S «^ \%iXa X 2 Xf > X^ *^Q*^c X^XqJ^ § ts= \p^\ X^X^X^ ^6*^6 ^7*^8 *^9/ 5 

so wird 

S s= i * < tZ>o 3/« fl/c *9 *a ^6 6 5/) ~~ " \ 1 6 7 8 & 2 8 "^cXaj ^™ *• 

Enthält die Transformierte noch immer mehr als ein neues Element, 
so kann man nach derselben Methode fortfahren, bis man auf eine 
Substitution gekommen ist, welche p—1 Elemente mit s gemeinsam 
hat und nur ein neues enthält. Im obigen Beispiel wäre zu nehmen 

t 8 = (a^tfgffg) (#2^7) (#5#a#c), t~*S t* = {x^XaX^X^X^X^. 

(Es ist hier absichtlich die Ordnung von 5 gleich 9 gewählt worden, 
um zu zeigen, dass die Ordnung, wie unser Lehrsatz es voraussetzt, 
eine Primzahl sein niuss. Denn t B zerfällt hier in drei Cyklen, und 
es hätte leicht eintreten können, dass einige dieser Cyklen nur fremde, 
alle andern nur frühere Elemente enthalten hätten; dann würde eine 
Transformation zu nichts geführt haben.) 

$ = $! möge die Elemente x 1} x 21 ... x p — 1, x p und die neu kon- 
struierte Substitution, welche s 2 heissen mag, die Elemente # n a^, M .a^-i, 
Xp+i enthalten. Man kann in derselben Weise weiter fortfahren, in- 
dem man eine neue Substitution bestimmt, welche mit den Ele- 
menten von s x oder s 2 neue verbindet. Es möge z. B. s\ mit 8 t die 
jp — 1 Elemente # 2 , # 8 , ... x p — 1, x p gemeinsam haben und das neue 
Element x p +% einführen. Nimmt man dann s\ a so, dass in dieser 

L Potenz x p auf x p + 2 folgt, und bildet man s'i~" a 5 1 s , 1 a , so wird in dieser 
v ansformierten das Element x p weggefallen sein. Man erhält also, 

beidei diese Substitution s B benannt wird, 
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s x mit den Elementen x x , # 2 , ... Jc P —i] x pi 

Sg „ „ „ X l1 # 2 > ... Xp—i] #p+lj 

Sg „ „ „ # n X 21 ... #jp — 1? #p-f2> 

and kann so fortgehen, bis alle Elemente erlangt sind. 

Es bleibt noch der Beweis für den letzten Teil des Satzes zu 
fahren, dass die Wahl von x x , x 2 > ...x p — X eine willkürliche ist. Jeden- 
falls enthält eine Substitution 6 X der Reihe s x , ^, s 8 , ... eins der ver- 
langten Elemente. Diese wähle man zum Ausgangspunkt einer Reihe 
[ *u <**> <*»» •••; bei welcher das geforderte Element in allen a auftritt. 
Eine der Substitutionen x x der Reihe 6 19 tf 2 , tf 3 , ... enthält ausser 
diesem ein zweites der vorgeschriebenen Elemente; r x wähle man zum 
Ausgangspunkt einer neuen Reihe r n r 2 , r 3 , ..., welche in jeder Sub- 
stitution bereits zwei der verlangten Elemante hat. So gehe man fort, 
bis alle p—1 vorgeschriebenen Elemente erhalten worden sind. 

§ 75* Lehrsatz XV. Enthält eine primitive Gruppe eine 
Cirkularsubstitution der Primzahlordnung jp, so ist sie min- 
destens (w— jp+ l)-fach transitiv.. 

Durch diesen Satz wird der Einfluss des Mangels der Imprimiti- 
vität auf transitive Gruppen klar gelegt; Imprimitivität ist eine Eigen- 
schaft einer Gruppe; Primitivität ist nur der Mangel derselben, welcher 
der Gruppe dadurch einen allgemeinen Charakter verleiht, dass er spe- 
zielle Beziehungen ausschliesst. 

Es seien s 17 s 2 die beiden im vorigen Paragraphen abgeleiteten 
Substitutionen. Diese bilden eine zweifach transitive Gruppe. Denn 
ist zuerst die Folge x a x b Xd gefordert, wo Xa auch =x a sein kann, dann 
leiten wir aus s 1 ,s i durch Transformationen zwei Substitutionen 6 1} ö i 
ab, von denen die erste beide Elemente x a) x b enthält, während in der 
«weiten x b nicht vorkommt. Nun sei ^ 1 a = s (^ a ^^o».«); dann bestimmen 
wir 6f*=*(x e x d ...) und bilden 6 1 a 6 i P<=...x a x b x d ... Sollte x c in ö x a 
schon *=»x d sein, so wird /3 = 0. 

Ist zweitens x a x b} x d x e gemäss der zweifachen Transitivitat gefor- 
dert, so wählt man <? 8 so, dass es x d nicht enthält, tf 2 wie soeben; 
dann wird <T 8 y — (x a x b . . .) , a 2 * <= (x d x e . . .) und 3 Y.a 2 **=...x a x b ...x d x e ... 
werden. 

Ebenso lasst sich zeigen, dass die aus s n s 2 , s 8 gebildete Gruppe 
dreifach transitiv wird. Wird nämlich gefordert, dass die Folgen 
XaX b , x x d} x,x f in einer Substitution vorkommen, so konstruiert man 
aas ^15 ^, % durch Transformationen (T 1? tf 2 , ö q so, dass <s 3 weder x b 
noch x d enthält, während x ai x b \ x c , x d in tf 1? tf 2 vorkommen. Dann 

G* 
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kann man in der aus a n <f 2 gebildeten zweifach transitiven Gruppe 
die Folgen x a x b und x c Xd in einer Substitution hervorrufen; durch eine 
geeignete Potenz von tf 3 , welche dieser Substitution angefügt wird, 
ändern sich diese Folgen nicht und x e X/ tritt hinzu. 

So geht es in gleicher Weise weiter; da w—jp+1 Substitutionen 
vorhanden sind, so folgt der ausgesprochene Satz. 

Wir kombinieren dieses Resultat mit demjenigen von § 67 Lehr- 
satz VII). Dort zeigte sich, dass der Index der Transitivität h 


Wert TT + 1 nicht überschreiten kann, ohne dass die Gruppe alternierend 


oder symmetrisch wird. Da nun eine Cirkularsubstitution von p 
menten bei einer primitiven Gruppe &>w — jp+1 hervorruft, so würde 

aus n— 2> + l>o+l oder_p<-ö- folgen, dass die gegebene Gruppe 
die alternierende in sich schliesst. Man erkennt also: 

Lehrsatz XVI. Enthält eine transitive Gruppe des Gradesn 

2n 

eine Cirkularsubstitution der Primzahlordnung p< -5-, ohne 

o 

dass sie die alternierende Gruppe enthält, so ist sie impri- 
mitiv. 

§ 76. Wir können den Gang des Beweises aus dem vorigen Pa- 
ragraphen benutzen, um den folgenden, dem Lehrsatze XV) verwand- 
ten Satz zu beweisen: 

Lehrsatz XVII. Enthält eine primitive Gruppe des Grades 
n eine &(>2)-fach transitive Untergruppe des Grades g, so 
ist die erstere Gruppe mindestens (n— .g + Ä)-fach transitiv. 

Ist G x die /c-fach transitive Untergruppe des Grades q mit den 
q Elementen x 11 x 2} ... # 9 _i, x q , so können wir durch Transforma- 
tion von G x durch alle Substitutionen von G eine Reihe von Grup- 
pen ableiten, die dem G x ähnlich sind und so beschaffen sein werden, 
dass r= { G x , G 2 , . . . } bereits alle Elemente in Verbindung bringt 
Denn wäre dies nicht der Fall, so könnte man wie oben die Impri- 
mitivität von G beweisen. Ferner lässt sich zeigen, dass man der 
Gruppe G a die Elemente x t1 x 21 ... # 9 _i, x q + a —i geben kann. 

Ist nun G x eine Ä-fach transitive Gruppe, so wird {6r x , 6r 2 } min- 
destens (ß+l)-fach transitiv, wie die obige Beweisführung ergiebt; 
{6?!, 6r 2 , 6r 8 } mindestens (7c + 2)-fach transitiv u. s. f., bis man zur 
(n — g + &)- fachen Transitivität der Gruppe G selbst gelangt. 

§ 77. Wir haben in § 71 eine Tabelle entworfen, in welcher die 
Substitutionen einer imprimitiven Gruppe untergebracht waren. Die 
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erste Zeile enthielt diejenigen Substitutionen derselben, welche die 
einzelnen Systeme der Imprirnitivität nicht mit einander verband und 
also nur die Elemente jedes Systems unter sich vertauschte. Diese Sub- 
stitutionen bildeten daher eine Untergruppe G ± von G. Von dieser 
Untergruppe G x haben wir eine wichtige Eigenschaft nachgewiesen. 
Es zeigte sich, dass t~ 1 1 t+ 1 ^0 1 

wird; dass sich also G x bei der Transformation durch eine beliebige 
Substitution t von G reproduziert. Wir können dies auch durch die 
Schreibweise q-iq i q = Gi oder G . i q s=ssG q i 

ausdrücken, wobei aber hervorzuheben ist, dass diese nur eine Eigen- 
schaft von 6r n aber nicht eine solche von G aussagt; denn es ist selbst- 
verständlich, dass G i ~ 1 GG 1 = G ist, da alle Substitutionen der linken 
Seite in G enthalten sind. 

Wir machen nun im Anschluss an diese Bemerkungen folgende 
Festsetzungen: Wir nennen 

1) Sj, s 2 vertauschbar, wenn s 1 .s 2 = s 2 .s 1 ist; 

2) s t mit H vertauschbar, wenn s 1 H=Hs i ist; 

3) H mit G vertauschbar, wenn H.G = G .H ist. 

Sollte im letzten Falle H eine Untergruppe von G sein, so drückt 
die Gleichung S.G = G.H nur eine Eigenschaft von H aus. Wir 
nennen H dann eine ausgezeichnete Untergruppe von G. 
Als Beispiele hierfür mögen gelten: 

1) (x t x 2 x 9 ajj ist mit (sc ± x^) (x 2 x 4 ) vertauschbar; jede Potenz s a 
einer Substitution ist mit jeder anderen Potenz s? derselben Substitu- 
tion vertauschbar. 

2) H — [1 , (x x x 2 ) (x z x±) , (x x x 3 ) (x 2 x±) , (x ± O (^ # 3 )] ist mit jeder 
Substitution der vier Elemente x u x 21 # 3 , # 4 vertauschbar; die alter- 
nierende Gruppe von n Elementen ist mit jeder Substitution derselben 
Elemente vertauschbar. 

3) H ist mit der symmetrischen Gruppe der vier Elemente x x , 
%} x 9f x 4 vertauschbar; die alternierende Gruppe von n Elementen ist 
mit der symmetrischen vertauschbar; oder, die alternierende ist eine 
ausgezeichnete Untergruppe der symmetrischen. 

§ 78, Mit diesen Festsetzungen können wir auf ein im zweiten 
Kapitel behandeltes Thema, auf die Bildung von Substitutionengruppen 
zurückgreifen (§§ 37, 38). 

Alle Substitutionen von n Elementen, die mit einer ge- 
gebenen Substitution derselben Elemente vertauschbar sind, 
bilden eine Gruppe. Denn wenn man hat 
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t 1 ~~ 1 ut 1 = u, tf 1 ut i ^U 1 
dann folgt daraas, dass auch 

wird, so dass sich auch t l .t 2 unter dem Substitutionenkomplex findet 

Alle Substitutionen von n Elementen, die mit einer ge- 
gebenen Gruppe derselben Elemente vertauschbar sind, bil- 
den eine Gruppe, welcher die gegebene als ausgezeichnete 
Untergruppe angehört. 

Denn aus f-ig^.^ t -i Gt% = G 

folgt ft^flÄÜ-ö. 

Enthalten zwei Gruppen G und U ausser der Einheit 
keine gemeinsamen Substitutionen, und sind G und H mit 
einander vertauschbar, so wird die Minimalgruppe 

als Ordnung das Produkt der Ordnungen von G und von H 
besitzen. 

* 

§ 79, Eine ausgezeichnete Untergruppe einer transitiven 
Gruppe enthält alle Elemente derselben. Denn wäre H^G^Efb 
eine ausgezeichnete Untergruppe der transitiven Gruppe Cr, enthielte 
H das Element x x nicht, und führte Sx aus G dieses Element nach Xi, 
so enthielte sx~ 1 Hsx an Stelle von x x jetzt nicht mehr xi\ da aber 
jene Transformierte ~H ist, so enthielte H weder x x noch #*, d.h. 
überhaupt kein Element, da der Index k beliebig ist. 

Ist eine ausgezeichnete Untergruppe H einer transitiven 
Gruppe G intransitiv, so ist G imprimitiv und H verbindet 
nur die Elemente der einzelnen Systeme der Imprimitivität 
unter sich. Denn gehört x 1 einem Systeme der Intransitivität in H 
an, Xx einem zweiten und ist Sx eine Substitution aus 6r, welche xi 
auf x t folgen lässt, so wird sx~~ 1 Ssx an die Stelle von x 1 das Element 
Xx setzen und an die Stelle aller mit x x transitiv verbundenen alle, 
welche durch H mit Xx transitiv zusammenhängen. Da jene transfor- 
mierte Gruppe =»üTist, so erkennt man die Richtigkeit des Ausspruches.* 

§ 80. Besitzt G eine ausgezeichnete Untergruppe IT, die von der 
Einheit verschieden ist, so heisst G zusammengesetzt; findet dies 
nicht statt, so heisst G einfach. Existiert neben U keine ausgezeich- 
nete Untergruppe K von 6r, von welcher H Untergruppe ist, so heisst 
H eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe. 

* Vergl. das Verhältnis von T und G in § 76. 
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nicht angehörten. Die Gruppe G\ kann ebenso behandelt werden; 
führe auf 8' 2 , $' 3 , ... $'„•• So kann jedes 

gesetzt werden. *-**' jede8 '•-*>*> 

Das Produkt s a - 1 ^ t r 1 s a sf [ i — 5«"" 1 (^fi" i s a sf (i ) — ($<*""" ^V" 1 *«) . «^ ge- 
hört seiner zweiten Form halber zu ff x ; denn wegen 

G~ 1 G 1 G = G 1 ist Jp-iSaJa^Sy, 

und also wird das obige Produkt — Sa" -1 ^; es gehört der dritten Form 
halber zu G\\ denn wegen 

G" l G\G = ff' x ist Sa- 1 *?- 1 *,, - «V, 
und daher wird das obige Produkt = s? Y . s 7 ^. Folglich gehört das Pro- 
dukt zu der Gruppe r, welche G x und G\ gemeinsam haben: 

Insbesondere erhalten wir, da die ö zu den s und zu den s? gehören, 

B) 6 m H p — i'fifSyi O a tp = i fi 6s\ »'miß - Sf »'«^ 

Hieraus folgt, dass die Substitutionen der Form % a $>ßOy eine Gruppe 
bilden; denn man hat durch wiederholte Anwendung der Gleichungen B) 

(M'/ä^y) (ßa%'b<Sc) •= MV 8 «** 8 '**« = 8 a«a . $' ?<**%' b<Sc = laM'ftib** 

= $£<**$' t/ ff/<T<f "= Sffc'qtf fr. 

Die Gruppe © der Substitutionen S a S r f r ist mit ff vertauschbar, 
denn es ist 

Die Gruppe © ist umfassender als G x und als ff^; sie ist in ff ent- 
halten; also ist sie nach den Voraussetzungen über G 1 und G\ mit 
ff identisch. 

Die Ordnung von & ist gleich xy.y r ] denn es ergiebt sich aus 
8a8 f 6<*c = 8 a 8'/j<fy leicht a = «, 6 = /3, c=y. Folglich wird auch die 
Ordnung von ff gleich xyij, und da 

Durch dieses letzte Resultat haben wir die Ordnung von F, nam- 

T VT* 

lieh # = —j- «= -p «= — kennen gelernt. Es lässt sich von F weiter 

zeigen, dass diese Gruppe in eine der Reihen, die zu ff x (und dann 
auch ebenso zu G\) gehören, einrangiert werden kann, da sie eine 
ausgezeichnete Maximaluntergruppe von G x und von G\ ist Denn zu- 
erst ist r, als Teil von G\ mit G x , und ferner als Teil von G 1 mit Q , l 
vertauschbar; man hat daher 
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da aber die linke Seite der ersten Gleichung völlig der Gruppe G t 
angehört, so findet dasselbe auch rechts statt; ähnlich steht es mit 
der zweiten Gleichung; also ist 

Gr 1 rG x - r ; g\- * ra\ - f. 

Ausserdem lässt sich zeigen, dass zwischen G x und F keine zu G t 
vertauschbare Gruppe besteht, welche F umfasst. Wäre eine solche 
S mit den Substitutionen t a vorhanden, so wäre nach A) 

t«f" 1 *y- 1 k*V "" *Y1 als0 Jß^täp =° t a . t € T 1 s! {i -' 1 t a s'p = t a 0y = fe, 

d.h. es wäre H auch mit G^ vertauschbar, und da G sich aus den 
Substitutionen von G x und G\ zusammensetzt, so wäre H auch mit G 
vertauschbar. 

Setzt man nun die $' 2 , $' 3 , ... mit den t a zusammen, so bilden 

die i'atß eine Gruppe; denn nach A) hat man, da F in H und in G t 

enthalten ist, ( ^ ( ^ _ ^ ,,^ # fe _ ^ 

Diese Gruppe ist mit G vertauschbar, da H und 6r f n aus denen sie 

sich zusammensetzt, es sind; sie enthält G\, welches bereits durch die 

Substitutionen $> a Gp gebildet wird; sie ist in G enthalten, welches aus 

den % f a %(j0y besteht. Daher widerspricht sie der über G\ gemachten 

. Voraussetzung, dass diese Gruppe eine ausgezeichnete Maximalunter- 

gruppe von G sei. Wir erhalten also das Zwischenresultat: Folgt in 

einer zu G gehörigen Reihe G x auf G } in einer anderen Reihe 

Gj auf G y so kann man in beiden auf G X) respektive G\ eine 

und dieselbe ausgezeichnete Maximaluntergruppe F folgen 

lassen, welche aus allen Substitutionen besteht, die G x und 

G\ gemein haben. Ist dabei ^ der zu G x gehörige Faktor der 

Zusammensetzung, d x der zu G\ gehörige, so hat F in Bezug 

auf G x den Faktor e^, in Bezug auf G\ den Faktor c l . 

§ 82, Hieraus können wir leicht den zu beweisenden Satz folgern. 
Eine Reihe der zu G gehörigen ausgezeichneten Maximalunter- 
gruppen sei: 

1) G, G u G 2 , G 8 , ..., 

T T T 

t?j e?2 C3 

eine andere der zu G gehörigen Reihen sei die nachstehende: 

2) G, G\, G' 21 £' 3 , ..., 

T T* T 

c l c 2 c 3 


I 1 , 
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Dann kann man nach dem eben bewiesenen Zwischenresultate zwei 
neue zu G gehörige Reihen konstruieren: 
S) G, g„ r, J, ff, ... 4) G, g\, r, 

r, ,,-f ,,-%■■■ r, ,,-• 

und den Beweis von der Konstanz der Faktoren der Znsammensetzung 
bei 1) und bei 2) übertragen auf denselben Beweis bei den Beiben 1) 
und 3) einerseits und 2) und 4) andererseits; denn dass 3) und 4) die- 
selben Faktoren der Zusammensetzung liefern, zeigt der erste Blick. 

Der Nachweis für 1) und 3) und für 2) und 4) reduziert aber 
die Schwierigkeit. Denn während 1) und 2) nur in dem ersten Glied« 
übereinstimmten, stimmen 1) und 3) ebenso wie 2) und 4) je in den 
beiden ersten Gliedern überein. 

Der Fortgang des Beweises wird der sein, dass man in 1) und 
3) auf die beiden ersten gemeinsamen Glieder G, G 1 , denen einmal G, 
und einmal J"" folgt, zwei neue Reihen aufbaut 
V) G, <?„ G a , ©, §, 3, ... 3') G, G u r, @, §, 3, ... 

r \ ii >'a j r i jf **i 

e 2 e a e% e, 

welche dieselben Kompositionsfaktoren haben, und von denen 1') mit 
1) und 3') mit 3) bereits in drei Gliedern übereinstimmen, u. s. w. 

So gelangt man zu dem Resultate: 

Lehrsatz XVXU. Giebt es verschiedene zur zusammen- 
gesetzten Gruppe G gehörige Reiben, so stimmen die Fak- 
toren der Zusammensetzung für diese bis auf ihre Aufein- 
anderfolge überein. Daher ist auch die Anzahl der Gruppen 
dieser Reihen konstant. 

% 83. Wir betrachten zwei aufeinanderfolgende Gruppen einer 
solchen Reihe, oder, was dasselbe ist, eine Gruppe G und eine aus- 
gezeichnete Maxi malunter gruppe H von G. Es sei k J t eine von den 
Substitutionen der Gruppe G, die nicht auch in II vorkommen; s 1 ," 
sei die niedrigste Potenz von s / 1 , welche in H bereits vorkommt. (» 
ist gleich der Ordnung von s'-, oder gleich einem Teiler derselben.) 
Ist tn eine zusammengesetzte Zahl und ~p.q, so setzen wir s' 1 '=S 1 
und erhalten dadurch eine Substitution s,, welche H nicht angehört 
und von der eine Primzahlpotenz sf die erste in H auftretende sein 
wird. Jetzt transformieren wir s, durch alle Substitutionen von G und 
erhalten dadurch s^ s s , ... Si. Keine von diesen kann H angehören. 


r 
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Demi wäre dies bei s a — a~ l s 1 if der Fajl, so würde as a o~ l = 
Transformierte einer Substitution s B von H durch eine Substitution! 
<f~ l von G auch zu H gehören, da S mit G vertauschbar ist. üind. 
widerspräche der Annahme. Wir betrachten jetzt "Reihe 

Diese Gruppe enthält H und ist in G enthalten. Bezeichnen wir durch 
( eine beliebige Substitution von G, so wird 

t- i rt = t-'{H.s l a s 1 t'..,}t = t- 1 HtJ- i s l a t.t-'s/t... 

es ist also r mit G vertausehbar. Die drei so bewiesenen Eigen- 
schaften von f widersprechen der Annahme, dass H eine ausgezeich- 
nete Maxi mal Untergruppe von G ist; und dieser Widerspruch lässt 
sich nur dadurch heben, dass man annimmt, es fiele r mit G zusammen. 
Bedenkt man ferner, dass alle Substitutionen, die durch Trans- 
formationen aus einander entspringen, einander ähnlich sind, also hier 

I S|, S3, .. . Si, so erkennt man: 

Lehrsatz XIX. Jede Gruppe der Reihe von G ist aus der 
nächstfolgenden (oder: jede Gruppe ist aas einer ihrer aus- 
gezeichnetenMaximaluntergruppen) durch Hinzufügung einer 
Reihe von Substitutionen ableitbar, die 1) einander ähnlich 
sind, und von denen 2) eine Primzahlpotenz zur Gruppe ge- 

I I ringerer Ordnung gehört. Die letzte Gruppe der Reihe einer 

I Zusammengesetzten Gruppe G wird durch eine Anzahl ein- 
ander ähnlicher Substitutionen von Primzahlordnung gebildet. 
$ 8t. Hierher gehört der folgende für die Theorie der Gleichungen 
wichtige Satz: 

Lehrsatz XX. Die Reihe der Zusammensetzung, welche 
nur symmetrischen Gruppe von n Elementen gehört, besteht 
Ina der alternierenden Gruppe und der Einheit, wenn n>4 
'st; die Faktoren der Zusammensetzung sind also 2 und yn! 
Die alternierende Gruppe von mehr als vier Elementen ist 

I einfach. 
Dass die alternierende Gruppe mit jeder beliebigen Substitution 
tertauschbar und also ausgezeichnete Maximal Untergruppe der sym- 
metrischen ist, erkennt man. 

Es ist weiter nachzuweisen, dass für «>4 die alternierende Gruppe 
einfach ist. Der Beweis gestaltet sieh dem in § 50 gegebenen ganz 
ähnlich, wie denn auch der dortige Satz, in die jetzige Aus drucks weise 


92 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen. 

übersetzt, dem obigen ähnlich lautet, nämlich: Eine Gruppe, welche 
ilit der symmetrischen vertauschbar, also eine ausgezeichnete Unter- 
$j)pe derselben ist, wird für n>4 die alternierende werden oder 
auf die Einheit zusammenziehen. Es wird daher auch nur eine 
.ze Andeutung des Beweises nötig sein. 
Es werde in der Gruppe H u die eine ausgezeichnete Maximal- 
untergruppe von der alternierenden Gruppe IL sein soll, eine Sub- 
stitution von möglichst geringer Elementenzahl betrachtet. Diese kann 
nicht mehr als drei Elemente in einem Cyklus haben; denn wäre 

ö * — vi 2 3 4 ' * ') 

eine solche Substitution, so transformiert man sie durch die Substitu- 
tion ö = (^2^3^)) die ja in BT vorkommt; S"" 1 . 0" ml s6 enthält dann gegen 
die Voraussetzung weniger Elemente als 0. Ferner können die Sub- 
stitutionen geringster Elementenzahl nur einen Cyklus haben. Denn 

s a «= (x t x 2 ) OgtfJ . . . oder s ß = {x x x 2 x^ (x 6 x A x e ) . . . 
oder s Y = (x 1 x 2 )(x s x 4c x 5 ) ... 

in H vorkäme, so transformierte man in den beiden ersten Fällen 
durch = (# 1 # 2 tf 6 ), im letzten durch t = {x t x 2 ) (x & x^) ^ und es werden 
in den Produkten 

5«.<r" 1 s a 0, respektive fy.tf-" 1 ^^, 5 y .ir"~ 1 5 y T 

weniger Elemente vorkommen, als in s a , S/j, s Y entsprechend. Dies 
verletzt die Voraussetzung. Die Substitutionen geringster Elementen- 
zahl können also nur 

S*=(x a Xß), t^tXaXpXy) 

sein. Der erste Fall ist nicht möglich, da in der alternierenden Gruppe 
keine Transposition vorkommt. Der zweite Fall führt auf die alter- 
nierende Gruppe selbst zurück. 

Ist n = 4, so erhält man folgende Reihe: 1) die symmetrische, 
2) die alternierende Gruppe; 3) 6r 2 = [l, {x x x 2 ) (x^x^, (^i^fesj, 
fe^foff,)]; 4) 6r 8 = [l, fax^faxjli 5 ) G^l- Der Ausnahme- 
gruppe G 2 begegneten wir schon mehrfach. 

§ 85. Von gleicher Wichtigkeit für die algebraische Auflösung 
von Gleichungen wie die eben besprochene Reihe der Zusammensetzung 
einer Gruppe G ist ihre Hauptreihe der Zusammensetzung, oder 
kurz ihre Hauptreihe. Wir bilden dieselbe aus der Reihe von G 
einfach dadurch, dass wir alle und nur diejenigen Gruppen der Reihe 
zurückbehalten, welche mit G selbst vertauschbar sind. So möge 

G, -ff, J, ...#, L, M, 1 
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entstehen. Die Reihe von G kann gleichzeitig Hauptreihe sein. Dies 
tritt z.B., wie wir sofort nachweisen werden, dann ein, wenn alle Fak- 
der Zusammensetzung von einander verschiedene Primzahlen sind, 
[genommen, die Hauptreihe von G stimmt nicht mit der Reihe 
.überein, dann mögen sich in der Reihe von 6r, z. B. zwischen 
^ J noch Gruppen einschieben, etwa 

rljfc -ff, -H l7 2?g, ... jff T — lj «7j 

irt, dass die Mittelglieder zur Reihe, aber nicht zur Hauptreihe 
jSren. H x ist demnach mit H vertauschbar, aber nicht mit G. 
fogedessea ist ^^..^ (^ij^qm^ 

yransformieren wir H x durch alle Substitutionen von 6r, so werden 
demnach verschiedene Gruppen H u H t 1J H t \... entstehen. Diese sind 
/sämtlich in H enthalten, denn es ist 

/ 6" 1 H 1 6^E\ in ö-^Ht^H 

enthalten, wenn ö eine Substitution von G bedeutet; und weiter ist 

Ist nämlich x eine Substitution von H, so wird sich aus 0~~ 1 rC = v er- 
geben 6- 1 t- 1 0^v' 1 (vergl. S. 37 § 36). 

Ferner ist J in jeder Gruppe jff 15 H\, -H'^, ... enthalten; denn 
es ist J in H t und also 

ö-tJö^J in a- 1 H 1 ö^H r 1 

enthalten. Endlich ist H\ wie H 1 eine ausgezeichnete Maximalunter- 
gruppe von H. Denn wenn eine ausgezeichnete Untergruppe H\ zwischen 
H und W x bestände, dann würde auf eine gleiche zwischen H und H x 
zu schliessen sein; man würde dieselbe aus H\ durch Transformation 
mit ö" 1 erhalten, wenn H\ aus H x durch Transformation mit 6 
hervorgeht. 

Es folgen also in der Reihe von G auf H mehrere von einander 
verschiedene Gruppen JSj, H\,... von gleichem Typus. Alle diese 
gehören demnach zu demselben Faktor s der Zusammensetzung; dies 
ist der .Quotient der Ordnungen von H und von H v Dann können 
wir nach dem Zwischenresultate in § 81 die Reihe von G derart fort- 
setzen, dass wir die gemeinsamen Substitutionen z. B. von H x und 
von S\j von H x und von üT^, von H x und von H m u ... auf H x 
folgen lassen. Nach demselben Resultate gehören die neuen Gruppen 
wiederum zum Faktor s. Jede von ihnen enthält J. Wir brauchen 
natürlich nur die von einander verschiedenen so entstehenden Gruppen 
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beizubehalten. Giebt es nur eine derselben, so stimmt diese mit 
überein. Denn die Gesamtheit der Gruppe 

Hu H\, H n 1} H"\, ... 
und daher auch die ihnen allen gemeinsame Gruppe ändert sich 
Transformationen durch Substitutionen von G nicht. Die Ordn 
von J wird dann aus der von H durch Division mit e* erhalten. 

Sind dagegen noch mehrere verschiedene Gruppen vorhanden, 
kann man in derselben Weise weitergehen. Die gemeinsamen Sul 
tutioneu z.B. von H x , H\, H t \ bilden eine Gruppe, welche in 
Reihe von G auf die Gruppe folgen kann, in der alle gemeinsam! 
Substitutionen von H lf H\ vorkommen. Der zugehörige Faktor 
Zusammensetzung ist wieder s. 

Nach v Schritten langt man bei J an; die Ordnung von J ent- 
steht also durch Division mit s r aus der von H. Die letzte Stufe von 
J bilden v Gruppen #,—1, IL\—\, ... welche einander sämtlich ähn- 
lich sind, zum Faktor s gehören und 

liefern. H={H ¥ - U H\^ Ä" r _ lf ...} 

Lehrsatz XXI. Stimmt die Hauptreihe von G nicht mit 
der Reihe der Zusammensetzung überein, sondern schieben 
sich zwischen zwei Gruppen 27, J der ersteren v— 1 Gruppen 
H u H 2 , . .. jff r _.i der letzteren ein, so gehören zu H^ JET 8 , .../ 
gleiche Faktoren der Zusammensetzung s und die Ordnung 
r f von H entsteht aus der Ordnung r n von J durch Multipli- 
kation mit s v . H kann aus J erhalten werden, indem man 
mit J eine Reihe von v Gruppen H v — i, i7\,_i, ... vereinigt, 
die einander ähnlich und von der Ordnung r". s sind. 

Zusatz I. Eine Gruppe, deren Faktoren der Zusammen- 
setzung einander nicht sämtlich gleich sind, besitzt eine 
Hauptreihe. 

Zusatz n. Jede imprimitive Gruppe ist zusammengesetzt. 
Enthält dieselbe umfassendere und engere Systeme der Im- 
primitivität, so besitzt sie eine Hauptreihe. 

Zusatz HI. Die Gruppen H v — i, H\^. ly H n v — l9 ... sind mit- 
einander vertauschbar, d.h. es gelten die Gleichungen 

Denn man kann in der Reihe vor J die Gruppenfolge H v ^ a \ {JEf v _i (a) , 
JETy—i^}, ... annehmen. Also ist 
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Zusatz IV. Die letzte Gruppe M der Hauptreihe von G 
bestellt aus einer oder aus mehreren einander ähnlichen 
Gruppen, welche ausser der Einheit keine Substitutionen 

^miteinander gemeinsam haben, und welche miteinander ver- 

HNftuschbar sind. 

rj 

f § 86. Es ist der wichtige Spezialfall zu betrachten, dass s eine 
FNPrimzahl *=*p wird. 

Statt der H\ — lf H n v —i, ... führen wir die bequemeren Bezeich- 

rangen H>, H", H»>,... H" 

ein. Dann entsteht H 1 aus J durch Hinzunahme einer Substitution 
<u bei welcher die jp to Potenz die erste in J vorkommende ist. Wir 
können setzen (§ 83) 

H' — tfJ, H"<=tfJ, H'"=>t B a J,... («-0, 1, ... jp — 1) 

Da J eine ausgezeichnete Untergruppe jeder der Gruppen H\ 
H", ... ist, so wird 

und wenn wir die Substitutionen von J mit %, i 2 > ig, ... bezeichnen 

t{~ a i{~~ tf — * 2 ? ^ a h h" "= h j tf a h h a "^ hi • • • 

Vh' sa hV 9 \h t i)i ^h^hVihhJi h a h' BS hh a \hh)i ••* 
d. h. es sind die Substitutionen von H f , ebenso die von H tr 9 die von 
H m xl 8. w. unter sich bis auf Substitutionen von J vertauschbar. 

Da man, um von J rückwärts zu H zu gelangen, die Substitu- 
tionen z. B. von H 1 und von H tr in eine Gruppe vereinigen kann 
(§ 81), so ist (§ 85, Zusatz III) 

folglich durch Kombination beider Resultate 

__./— I/o* __/<*— 1« 

h h h — h hi 
h a ~~ h ~ h V 
Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Substitution aus H\ die 
rechte ist eine solche aus H". Da beide Gruppen nur die Substitu- 
tionen von J gemeinsam haben, müssen die Potenzen von ^ und von 
^ verschwinden, d.h. es muss sein a=l, /J = — 1 und 

(ßl h) (*i h) = (*2 h) (h h) • H > 
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Also sind die Substitutionen der aus J", t 1} t 2 gebildeten Gruppe unter- 
einander bis auf Substitutionen von J vertauschbar. Dasselbe folgt 
für die aus J, # n t 9 und für die aus J, t if f 8 gebildete Gruppe, alw 
auch für die Gruppe (eT, t l} f 2 , t s ) u. s. w , also schliesslich auch ftr 
H selbst. (Zu bemerken ist, dass § 85 Zusatz III) bei weitem weniger 
aussagt; denn dort handelt es sich um Vertauschbarkeit von Gruppen, 
hier um die Vertauschbarkeit der einzelnen Substitutionen,) Je zwei 
Substitutionen von H sind untereinander bis auf eine Substitution von 
J vertauschbar, welche als Faktor dazutritt. 

Wir werden die Umkehrung dieses Satzes beweisen: Sind je zwei 
Substitutionen von H bis auf eine Substitution von J gegen einander 
vertauschbar, so ist s eine Primzahl. Ja, dies findet sogar schon 
statt, wenn die Substitutionen von H 1 untereinander bis auf solche 
von J vertauschbar sind. Steht dies nämlich fest und wäre gleich- 
zeitig s eine zusammengesetzte Zahl, so mögen g, q\ g ,f , ... ihre 
Primfaktoren sein. Wir wählen aus H\ eine Substitution t aus, die 
nicht schon in J vorkommt und gemäss § 83 Lehrsatz XIX) gewählt 
ist. Dann wird z. B. iß die niedrigste Potenz von t sein, welche in 
J auftritt. 

Transformieren wir nun 

H'-KiFJ^H'^H'-^H'.H'-^JH 1 

so wird der Voraussetzung nach t^ l H l = H f ^ x J sein, also 

werden. Die Gruppe { t, J) ist also eine ausgezeichnete Untergruppe 
von ü f , welche J enthält und umfassender ist als J. Sie ist ferner 
in H f enthalten und weniger umfassend als diese Gruppe. Denn, weil 
t mit J vertauschbar ist, hat man nach §§ 37, 38 die Ordnung von 
{tj J) gleich r n .q<Cr n s zu setzen. Dies geht gegen unsere Annahme, 
dass J in der Reihe von 6r unmittelbar auf H f folgen solle. 

Lehrsatz XXII. Wenn in der Hauptreihe der Zusammen- 
setzung von G die Ordnung r f von H aus der Ordnung r n von 
J durch Multiplikation mit p v abgeleitet werden kann, wo- 
bei die Primzahl p der Faktor der Zusammensetzung für die 
Gruppen der zugehörigen Zwischenglieder ist, dann sind die 
Substitutionen von H bis auf solche von J gegen einander ver- 
täu8chbar; und wenn dies eintritt, dann sind umgekehrt alle 
Paktoren der Zusammensetzung für die Gruppen zwischen B 
und J gleich einer Primzahl p. 
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% 87. Wir betrachten zwei Gruppen G und F; jeder Substitution 
von G mögen eine oder mehrere Substitutionen von F zugeordnet 
werden können und umgekehrt jeder von F eine einzige von G derart, 
dass jedem Produkte zweier Substitutionen der einen das Produkt der 
entsprechenden Substitutionen der anderen Gruppe zugeordnet erscheint. 
Ist je einer Substitution von G nur eine von F zugeordnet, so nennen 
wir diese Beziehung einstufigen Isomorphismus, sind einer Substi- 
tution von G mehrere von F zugeordnet, mehrstufigen Isomor- 
phismus.* 

Beispiele. Ist G = [l, fax,)}, 

so ist G zweistufig isomorph zu F derart, dass die beiden ersten Sub- 
stitutionen von F der Substitution 1 von 6r, die beiden letzten von 
F der Substitution {x x x 2 ) von G entsprechen. 
Ist 

(X x X b Xq) (x^ x 9 x a ) , (x t X C) X 6 ) (X 2 $i #$) J l 

^-tt, &&,), (feW, &W, &*•«•)» (5i5sii)J, 

so findet zwischen G und F einstufiger Isomorphismus statt; man kann 
•jede Substitution von G der an entsprechender Stelle bei F stehenden 
zuordnen. Multipliziert man zwei Substitutionen von G und die ent- 
sprechenden von F, so entsprechen sich auch beide Produkte. 

§ 88. Sind G und F einstufig isomorph, so haben sie gleiche 
: Ordnungen. 

Ist G zu F mehrstufig isomorph, und entspricht der Sub- 
[ stitntion 1 von 6? eine Reihe von Substitutionen <7 n tf Ä , <r 5 , ... a M 
{ Ton F, so bilden die letzteren eine Untergruppe von F. Denn 
<f a • 0/* entspricht dem Produkte 1.1 = 1 und findet sich also wieder 
unter den 6. Diese Gruppe 

ist eine ausgezeichnete Untergruppe zu F. Denn bedeutet t 
eine beliebige Substitution von F, welcher t aus G entspricht, so 
entsprechen sich die beiden Produkte 

t~ 1 6 a t und £ _, .1.£*~1 5 

I folglich gehört t~ 1 6 a t wieder zu 2T. 

* C. Jordan: Traite" etc. §§ 67—74. Dort Bind die Namen „holoedrischer" 
und „meriedrischer Isomorphismus" eingeführt, wo wir die Bezeichnung „ein- 
■tafig", „mehrstufig" gebrauchen. 

Netto, Sabatitariaoaenlhecrie 7 
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Ist r 2 eine Substitution von F, welche irgend einer von der Ein- 
heit verschiedenen Substitution s 2 von G- entspricht, dann bilden wir 
eine Tabelle, deren erste Zeile 27, deren zweite 

^1^2? **2^2J "3^2 J ••* "m^2J ^^2 

sein mag. Wir können dann wie gewöhnlich beweisen: 1) dass alle 
die Substitutionen der zweiten Zeile und 2) auch nur sie der Substi- 
tution s 2 entsprechen; 3) dass sie untereinander und 4) von denen der 
ersten Zeile verschieden sind. Ist dann s 3 eine dritte Substitution 
von 6r, dann lässt sich die Anordnung fortsetzen und man erkennt: 
Ist G mehrstufig isomorph zu F, so gehören zu jeder Substi- 
tution von G gleichviele Substitutionen von F; die Ordnung 
von F ist m mal grösser als die von 6r, wenn w den Index 
der Mehrstufigkeit oder auch die Ordnung derjenigen Unter- 
gruppe von F bedeutet, die der Substitution 1 von G ent- 
spricht. 

Ist L eine ausgezeichnete Untergruppe von G } A die 
entsprechende Gruppe von F, so ist auch A eine ausgezeich- i 
nete Untergruppe von F. Denn aus 

G-iLG^L folgt r-*Ar=A. 

i 

Dasselbe gilt umgekehrt. 

Ist L eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe von G> 
A die entsprechende Gruppe von F, so ist auch A ein« aus- 
gezeichnete Maximaluntergruppe von F. Denn gäbe es eine 
Gruppe ®, welche in F enthalten und mit F vertauschbar ist, und 
in der A enthalten ist, so wird die entsprechende Gruppe T die ent- 
sprechenden Eigenschaften bei G und L besitzen, so dass L keine aus- 
gezeichnete Maximaluntergruppe sein könnte. 

Der Reihe der Zusammensetzung von G entspricht die 
von F; alle Faktoren der Zusammensetzung von G treten 
auch bei F auf. Ist G mehrstufig isomorph zu F, so treten in 
der Reihe der letzteren Gruppe noch die zur Reihe von Z ge- 
hörigen Untergruppen und die zugehörigen Faktoren der 
Zusammensetzung auf. Der Beweis ist auch hier wieder leicht 
ersichtlich. 

Ist G zu F mehrstufig isomorph, so ist F zusammengesetzt; 
£ ist eine Gruppe in der Reihe der Zusammensetzung von T. 

§ 89. Es möge G eine beliebige transitive Substitutionengruppe 
sein, die aus den w Elementen x 1} x 2 ,...x n gebildet ist und die 
Ordnung r besitzt. Wir konstruieren eine willkürliche «!- wertige Funk- 
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,ion | von j-,, iGg, ... x H mit den Werten % u | 3 , ... |„t und wenden 
mf einen beliebigen unter ihnen £, alle r Substitutionen der Gruppe 
5 an. Eb mögen aus | t dadurch 

?,. fe, („ — Sr 
entstehen. Dann wird der Komplex dieser Werte durch Substitutionen 
von (j nicht geändert, da diese lediglich seine Individuen unter einan- 
der vertauschen. Die r Substitutionen von G rufen also r verschiedene 
Anordnungen hervor, weiche wir als Substitutionen ansehen können, 
die unter den £,, £ ä , ...§ r durchgeführt sind. DieBe Substitutionen 
der | bilden, wie leicht zu sehen ist, eine Gruppe F. Diese Gruppe 
T ist transitiv; denn in G giebt es Substitutionen, welche | x in jeden 
der r Werte £ n ... % r umwandeln, also giebt ea in F Substitutionen, 
welche auf i;, jedes der r Elemente £,,..,£, folgen lassen. Jede 
Substitution von G wandelt alle Werte §,, ... £ r um, denn | ist eine 
11! wertige Funktion; daher setzt jede Substitution von F alle r Ele- 
mente um. Die Ordnung von F ist gleich dem Grade dieser Gruppe, 
nämlich gleich r. 

G und r sind einstutig isomorph. Denn jeder Substitution von G 
entspricht eine solche von F; umgekehrt jeder von F mindestens eine 
von G\ da aber die Ordnungen beider Gruppen einander gleich sind, 
so entspricht auch nur eine Substitution von G einer solchen von F. 
Lehrsatz XXIV. Zu jeder transitiven Grnppe der Ord- 
nung r giebt es eine einstufig isomorphe transitive Gruppe, 
bei der Grad- und Ordnungszahl einander gleich und zwar 
gleich i' sind. 

ft 90. Lehrsatz XXV. Transitive Gruppen, d ereu Ordnungs- 
ihrer Gradzahl gleich ist, haben (mit Ausnahme der Ein- 
heit) nur Substitutionen, welche alle Elemente umsetzen. 
Es giebt in ihnen eine einzige Substitution, welche ein ge- 
gebenes Element auf ein vorgeschriebenes anderes folgen 
lässt. Jede ihrer Substitutionen besteht aus Gykleu von 
gleicher Ordnung. Sind zwei derartige Gruppen desselben 
Grades einander isomorph, was nur einstufig geschehen kann, 
so sind sie einander ähnlieh, d.h. sie stimmen bis auf die 
Benennung der Elemente überein. 

Die erste Reihe der Behauptungen ist grosseirteils im vorigen 
Paragraphen bewiesen worden. Die übrigen ergeben sich fast von 
selbst, so dass wir nur bei der letzten Behauptung zu verweilen 
brauchen. 


I 
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Gesetzt, /' mit den Elementen £,, £ s , ... {■„ und den Substitution er 
ö, , 6 8 , . . . ff„ wäre isomorph zu G mit den Elementen *, , ij, . . . x, und 
den Substitutionen s,, 8%, ... s„, derart, dass ö; und sj einander ent- 
sprechen. Dann ordnen wir die Elemente x a und %i einander folgender- 
massen zu. Zwei beliebige unter ihnen x Lt ^ sollen einander ent- 
sprechen; x t werde durch sj in x>., £, durch das entsprechende ö; in 
%i übergeführt. Dann sollen sieh auch #;, £; entsprechen. Da es nur 
je eine und stets eine Substitution giebt, welche j.\ in ein beliebiges 
Element x„ umwandelt, so entsteht hierbei kein Widerspruch. Jetzt 
muBS noch bewiesen werden, dass, wenn s- t die Folge x,„x n enthüll, 
dann in ö; die Folge £,„£„ vorkommt. 

Es ist 


Du, es nur eine Substitute 


. .. e, S — ; ».-'«.-...S.S.... 

lebt, welche auf x,„ folgen lässt x a , $ 


Enthält daher s* einen Cyklus aus einer gewissen Anzahl von Ele- 
menten, so enthält ff; einen gleichen aus den entsprechenden Elementen 
gebildeten; daher sind erstens s; und ff; dann G und T von gleichem 
Typus. 

§ 91. Sind die beiden Gruppen G. r einander isomorph, und ist 
G intransitiv, dann können wir in jeder Substitution von G alle Ele- 
mente unterdrücken, welche mit einem bestimmten unter ihnen, &.B. 
mit x x nicht in Verbindung stehen. Die zurückbleibenden Teile der 
einzelnen Substitutionen bilden eine neue transitive, zu r isomorphe 
Gruppe Gj, bei der aber jetzt die Mehrstutigkeit sich vervielfacht 
haben kann. Ist x s ein neues, nicht mit x l in transitiver Verbindung 
stehendes Element, dann leiten wir eine neue transitive, zu V isomorphe 
Gruppe ö 2 ab, welche x t enthält u. s. f., bis alle Elemente unter- 
gebracht sind. 

Es kann also G in eine Anzahl transitiver zu V isomorpher Gruppen 
zerlegt werden, und umgekehrt' muss sich jede intransitive Gruppe aus 
solchen transitiven Gruppen G lt fr a , ... zusammensetzen lassen. Bei 
einstufigen Isomorphismus genügt dazu die direkte Multiplikation ent- 
sprechender Bestandteile. 

§ 92. Es sei G eine transitive Gruppe des Grades m und der Ord- 
nung r=m.m lt welche zu T in /^-stufigem Isomorphismus steht. Die 
Elemente von G seien x l , z s , ... x,„\ G x möge diejenige Untergruppe 
von G sein, welche ar, nicht umsetzt; ihre Ordnung ist -= nt^ Sinti 
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dann s ä , s a , ... Substitutionen von G, welche #, in x a> x ä ... überführen, 
so enthalten G,.s Sl G,.s 8 , ... alle Substitutionen derselben Eigen- 
schaften und nur solche. 

Dem G, in G entspreche T t in .T; seine Ordnung ist m-Jt. Die 
Ordnung von P ist r.k. Wenn also <p x zu r i gehört, so hat tp l genau 

— E— m Werte bei Anwendung aller Substitutionen von P. tp 3 sei 

derjenige, welcher aus <p, durch Anwendung von a 3 entsteht, wenn ö a 
eine dem s a entsprechende Substitution ist. Dann enthält T ( . fl 2 alle 
Substitutionen, die ip 1 in 9^ überführen. Ähnlich sei es mit ff B und 
?„ e 4 und (p t u. a. w., ö,„ und <j9 m . Wendet man alle Substitutionen 
von r auf den Komplex der Werte 

fll >PS, <P 3 > ■■■ 9>™ 

m, so erhält man Komplexe, die als Substitutionen unter den m Ele- 
menten tp gedeutet werden können. Die Ordnung dieser Gruppe B 
ist gleich dem Quotienten von k , r und der Anzahl der Substitutionen, 
welche alle tp ungeändert lassen. Diese entsprechen den Substitutionen, 
die alle x ungeändert lassen, d. h. der Substitution 1. 'Es giebt Je- diesen 
entsprechende in F; also ist die Ordnung von S gleich r. G und 
B haben gleichen Grad m, gleiche Ordnung r und sie sind einander 
isomorph, ja sogar einander ähnlich. 

Denn es sei s eine Substitution von G, welche x^ auf x a folgen 
läast. Dann gehört s zu dem Komplex s, 1 ~ 1 G 1 s /l . Die entsprechende 
Substitution von H wird durch die Anwendung einer Substitution 
OiTTjö,, auf <p x , fp y , ... tp, u gefunden; jede dieser Substitutionen setzt 
f a in ip-t um, also unterscheidet sich die Substitution von H nur da- 
durch von der aus G, dass der Buchstabe x durch a> ersetzt i3t. 

Man kann somit alle zu C isomorphen Gruppen G (oder H) finden, 
indem man auf eine Funktion 95, welche zu einer beliebigen Unter- 
gruppe von r gehört, alle Substitutionen von r anwendet und von 
den Komplexen <p n <p 2 , . . . <p n , zu einer Gruppe unter den Elementen tp 
Übergeht. 

Ist die gewühlte Untergruppe T L eine ausgezeichnete, so wird die 
entsteheude isomorphe Gruppe H in der Grad- und Ordnungszahl 
übereinstimmen, wie leicht zu sehen ist. 

§ 93. Wir können den Begriff des Isomorphismus noch in der 
Weise erweitern,* dass wir jeder Substitution einer der beiden gegebenen 
Gruppen eine Anzahl von Substitutionen der anderen Gruppe zuordnen, 

■ A.Capelli: Battaglini G. 1878, S. 32 Ügg. 
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so dass, genau wie bisher, »lern Produkte zweier Substitutionen der 
einen von beiden Gruppen wiederum das Produkt zweier beliebiger 
zugeordneter Substitutionen der anderen Gruppe zugeordnet ist. 

Wir werden auf die Theorie, welche sich hieran knüpft, nicht 
eingehen, ihre Wichtigkeit aber daran zeigen, dass wir die Konstruk- 
tion intransitiver Gruppen aus transitiven auf diejenige von solchen 
gegenseitig-mehrstufig-isoraorphen Gruppen zurückführen. 

Lehrsatz XXVI. Multipliziert man die Substitutionen meh- 
rerer gegenseitig-inehrstufig-isomorpher transitiver Grup- 
pen, bei denen die Elemente einer jeden von denen jeder an- 
deren verschieden sind, derart, dass man jede Substitution der 
ersten Gruppe mit je einer der zugeordneten Substitutionen 
jeder anderen Gruppe auf adle möglichen Weisen kombiniert 
und jedesmal das Produkt bildet, so entsteht eine intran- 
sitive Gruppe; und jede intransitive Gruppe kann auf die an- 
gegebene Art hergestellt werden. 

Der erste Teil dieses Theorems ist leicht ersichtlich. Den zweiten 
beweisen wir für eine intransitive Gruppe, deren Elemente in zwei 
transitive Teile zerfallen. Der allgemeine Satz wird ganz ähnlich be- 
wiesen. 

Es seien die Substitutionen Sj der intransitiven Gruppe G in die 
beiden Teile sj=6j t 

zerlegt, wo ö^ nur die Elemente gc t , # s , ... x m , n nur die Element« 
lu la, ... £,, umsetzen soll. Möglicherweise kommt o* noch in anderen 
Verbindungen vor ^ ^ Ö ,A, ... 

und ebenso zx in den Verbindungen 

ÖjT;., o'jtj, o">.tz, ... 
Nun ordnen wir dem a>. alle r*, t\, z"i, ... zu und dem zx alle 
ffj, ö'j, o"?., ■ -■ und verfahren so mit allen Substitutionen si der in- 
transitiven Gruppe. Es bilden die Gx eine Gruppe Z und die tj eine 
Gruppe T. Der Isomorphismus beider ist zu beweisen. Es seien a£ 
tf„ zugeordnet den t;, r,,; dann giebt es Substitutionen s^, s t , , s, 
(lass ft-««; 8u-*«uV*, 


wird, und es folgt, dass ßxO H =- 


; u geordnet ist. 
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Fünftes Kapitel. 

Algebraische Beziehungen zwischen Funktionen derselben 
Gruppe. Gattungen mehrwertiger Funktionen. 

§ 94. Es wurde früher bewiesen, dass jeder mehrwertigen Funk- 
ioa eine eiuzige Substitutionengruppe zugehört, derart, dass der Wert 
er Funktion für alle Substitutionen der Gruppe und nur für sie 
□geändert bleibt. Umgekehrt sahen wir, dass zu jeder Gruppe eine 
nendliehe Anzahl zugehöriger Funktionen gebildet werden kann. Es 
•agt sich, ob diese Zugehörigkeit zu einer und derselben Gruppe zu 
en wichtigeren Beziehungen von Funktionen unter einander gehört; 
pezicll, ob sich aus ihr algebraische Eigenschaften folgern lassen. 

Indem wir im dritten Kapitel eine Eigenschaft der Diskriminante 
1y von <p aus der blossen Betrachtung der Gruppe dieser Funktion 
erleiteten, sind wir bereits zu einer gemeinsamen algebraischen Eigen- 
iinlichkeit aller zu einer Gruppe gehörigen Funktionen gekommen, 
ämlich zu der, dass die Diskriminante eiuer solchen Funktion durch 
ine gewisse Potenz der Diskriminante der Gruudgleichung, respektive 
er zu Grunde liegenden Elemente an teilbar sei. 

t} 95. Wir werden noch eine gemeinsame Beziehung nachweisen: 
Lehrsatz I. Zwei zu derselben Gruppe gehörige Funktio- 
eu sind rational durch einander darstellbar. 

E3 mögen <p, und if-, zwei zur selben Gruppe G gehörige Funk- 
onen sein. G habe die Ordnung r und den Grad w. Ist ö a eine 
icht zu G gehörige Substitution, und sind ip e) i^ g diejenigen neuen 
Ferte, welche ans tp , , ip, vermöge der Anwendung von o\, hervorgehen, 

1 findet, wenn n r* 1 t . . <, n 

l? = l* 1 — 1, Sj, ä bs . ,.s r j 

t, derselbe Übergang von <p lt £, zu o? g , (^ für alle Substitutionen 

id auch nur für sie statt. Die zu rp 2S ip 2 gehörige Gruppe ist ö s — l Ga s , 
s Transformierte von G durch a s - die neuen Werte <p 2 , # ä gehören 

ederum zu einer und derselben Gruppe. Ist q— >2, so giebt 

ausser den 2r Substitutionen der Formen s n und e s s„ mindestens 
ch eine neue Substitution <r 9 , deren Anwendung von tp lt ^, die neuen 
erte <p 3 , iti s hervorruft u. s. w., bis alle p Werte von 05, 1p erhalten sind. 
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Es ist demnach für jedes ganzzahlige A 

9>i'^i + 9>2^2 + • • • + <Pq X i\><> Ä Ax 
eine ganze symmetrische Funktion der Elemente # n # 2 , ... x n> genau 
wie <Pi + <p 9 + ... + <p Q oder ^ 1 + ^ 2 + *** + ^ es waren; denn dieses 
Aggregat ist ja nur die Summe aller Werte, welche «p^t^ annehmen 
kann, und daher geht dasselbe unter dem Einflüsse einer beliebigen 
Substitution r lediglich unter Veränderung der Stellung der einzelnen 
Summanden in sich selbst über. Ax ist also auch eine rationale ganze 
Funktion der c n c 2 , ... c n , wenn q> l9 tpi rationale ganze Funktionen der 
x a sind. 

Wir stellen nun für A = 0, 1, 2, ... p— 1 das System auf: 

*1+ ^2+ * 8 + ..-+• ^ S A» 

qp^""" 1 *! + %*~ 1 *» + y«*"" 1 ** + • • • + W 1 ^ — -^-i- 

Losen wir dieses System nach den q Grössen t/> n t^ 2 , ... ^ auf, so 
erhalten wir #« ausgedrückt durch qp 1? qp 2 , ... (p Q . Hierbei treten be- 
achtenswerte Umstände ein. Es wird 


*i 
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Aus bekannten Determinanteneigenschaften folgt, dass Zähler wie 
Nenner der rechten Seite bei der Vertauschung zweier Werte der Reihe 
92? 9s? ••• <Pq untereinander lediglich ihr Zeichen ändern. Erweitert 
man daher mit dem Nenner und bedenkt, dass das Quadrat desselben 
zf y wird, so erhält man 

*1 = G (A\ <Pu 925 • • • <Pq) = <4*>5 

wo G bei beliebiger Vertauschung zweier Werte der Reihe g) 2 , qp 3 , .. 
<p ? ungeändert bleibt und daher symmetrisch in qp 2 , <p 8 , ... <p ? ist. 
Nach dem ersten Kapitel § 8 und nach § 4 wird daher 

*i — («ö9>i* -1 + «i9i^~ 2 + a 2 9i ( "" 8 + • • • + ty-i) : ^95 

wobei die a , Oj, ... a^__i ganze rationale Funktionen der elementaren 
symmetrischen Funktionen q, Cg, ... c n von x x , # 2 , ... # n bedeuten. 
Zu denselben Resultaten gelangen wir auch auf folgende andere Art.* 

* Vergl. auch den Beweis: L. Kronecker; Crelle 91, S. 307. 


Fünftes Kapitel. Algebr. Beziehungen zwischen Funktionen ders. Gruppe etc. 105 

§ 96. Wir multiplizieren die Gleichungen des Systemes S der 
Reihe nach mit den noch unbestimmten Grössen y , y n y 2 , ... y Q — 2 
und die letzte mit y Q — 1 = l 1 addieren die Produkte und setzen der 
Abkürzung halber 

y^i^^ l + y Q ^^- 2 + y 9 ^(p Q ^ + ... + y 1 q> + y Q ^%{(p), 

so dass wir erhalten 

*i • z(<Pi) + *a(fh) + • • . + %%{<Pq) - AVo + A iyi + ... 

. . . + Aq— 2j/^ — 2 + Aq — 1^— l. 

Um aus dieser Gleichung t/> t zu bestimmen und folglich ^ 2 , ^ 3 , 
... ^ zu eliminieren, braucht man die y nur so zu wählen, dass wir 

Whalten Z(%) = 0, Z(9> 8 ) = 0,... Z (<)P ? ) = 0; zfoHO. 

Nach dem dritten Kapitel § 51 genügen ?i, %? ••• ?? einer Gleichung 

<* Grades Xfo>)-0, 

deren Koefficienten rational in den c a sind, und der Quotient 

1 wird für y = g) 2 , qp 8 , ... <p Q zu Null gemacht; für (p^Vt dagegen er- 
a t man x i^ _ ^ __ ^ ^ - 9s ) . . . ( 9l - Vf ). 

diese Ableitung ist von Null verschieden, da bei von einander unabhän- 
gigen x lf # 2 , ... x n die Werte y n qp 2 ? ••• 99 von einander verschieden 
| sind. Wir können daher unseren Forderungen durch die Wahl 

genügen. Setzt man nach dem dritten Kapitel § 51 
so wird 

-^- - «p*- 1 + [91 ~ yj <**- 2 + l>i 2 - Vi^i + r*\ 9*- 3 + .-., 
fc-2=g>i-yi, ^-3-9i 2 ~9iyi+y2j sfo-4~9i 8 — ViVi+Vift-ftr-' 

und man erhält durch Einsetzung 

Den Nenner wollen wir noch umformen. Es ist 
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eine symmetrische Funktion und zwar, wie man aus dem Ausdruc 
für X'^) entnimmt, bis auf das Vorzeichen gleich der Diskrimii 
J r Ferner ist 

P) X'(9 2 ).r((3r 3 )...X'(^) 

eine symmetrische Funktion der Wurzeln der Gleichung 

und daher rational durch die Eoefficienten dieser Gleichung, d. h. dk 
y und y x , oder durch c 1} c 2 , ... c», q) x ausdrückbar. Erweitert man 
also den obigen Wert von ^ mit diesem letzten Produkte P), so er- 
giebt sich _ E t (y t ) 

wo der Nenner rational und ganz in den c a , der Zähler in den c a tmd : 
(p x ist. 

Sollte der Zähler in Beziehung auf y x den Grad o— 1 überschreiten, 
so ist eine zweite Umformung möglich. Man bilde nämlich 

R 1 (<p) = X(q>). Q(<p) + ^0), 

wobei Q(y>) den Quotienten der Division Ri(<p)''X(<p) und -^(op) den 
Rest derselben bezeichnet. Der Grad des letzteren übersteigt dem- 
gemäss die Zahl o — 1 nicht. Für alle Werte <p 19 op 2 , ... fy ist X(<p)=*Q 
und daher ß^x) - B 2 (<p x ) (1-1,2,3,...*) 

Man hat damit den Satz: 

Lehrsatz II. Drückt man die p-wertige Funktion tyi durch 
eine andere zu der Gruppe Gx von tyx gehörige Funktion <pi 
aus, so kann man tyx als eine rationale gebrochene Funktion 
darstellen, deren Nenner die Diskriminante ^, und daher 
rational und ganz in den q, c 2 ,...-c n ist; der Zähler wird eine 
ganze, höchstens bis zum, Grade p — 1 aufsteigende Funktion 
von <fx mit Eoefficienten, welche ganz und rational in q, Cj, 
. . . c n sind. 

§ 97, Die Umkehrung des ersten Lehrsatzes lautet: 

Lehrsatz HL Sind zwei Funktionen gegenseitig rational 
durch einander ausdrückbar, so gehören sie zu derselben 
Gruppe. 

In der That, wenn die beiden Gleichungen 
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Bestehen, 80 zeigt die erstere, dass <p bei "allen Substitutionen un- 
geaodert bleibt, welche V nicht ändern, so dass die Gruppe von tp 
entweder die von tp enthält oder mit ihr identisch ist; die zweite 
Cleichung zeigt umgekehrt, dass die Gruppe von ^ entweder die von 
<j enthält oder mit ihr identisch ist. Daraus folgt, dass die Gruppen 
keider Funktionen mit einander übereinstimmen. 

Anmerkung. Schembar geht der in den Lehrsatz aufgenommene 
Ttegriff der Rationalität nicht in den Beweis ein. Es mag daher hier 
ausdrücklich darauf hingewiesen werden, dass dies dennoch in vollem 
"Umfange der Fall ist. Denn wenn z. B. auch der Radikand eines der 
.Ausdrücke 


y^ 2 — x 1 x 2 + x^, Vx, 2 -- 2x x x^ -+- x^, l/#j 2 + 2x t x i + x s a 
durch die Substitution a=(x l x 2 ) im geändert bleibt, so ist dadurch über 
das Vorzeichen der Wurzel und den Wert des Ausdrucks selbst nach 
der Ausführung der Transposition ö noch gar nichts bekannt. Bei 
rein Substitutionen-theoretischen Betrachtungen lässt sich eine Entschei- 
i düng hierüber auch nicht füllen, und daher schränkt sich das Anwen- 

Idungsgebiet dieser Lehren auf die rationalen Funktionen ein. Wenn, 
"nie im zweiten und dritten der obigen Ausdrücke, die Wurzel sich 
"wirklich in rationaler Form ausziehen lässt, wo man bezüglich 
±(x 1 -x s ), ±(x 1 + x 2 ) 

(«hält, dann erkeimt man, dass die Wirkung der Transposition ö sich 
darch Vorz eichen an derung beim zweiten Ausdrucke äussern wird, dass 
■ der dritte dagegen ungeündert bleibt. Über den ersten lässt sich 
nichts aussagen. 

§ 98. Durch die Lehrsätze I) und III) ist ein algebraischer und 
ein gruppen- theoretischer Zusammenhang zwischen einer Reihe von 
Funktionen festgestellt. Wir rechnen alle rationalen ganzen Funk- 
tionen, zwischen denen eine gegenseitige rationale Ausdrückbar- 
lieit besteht, d. h. alle diejenigen, welche zu einer und derselben Gruppe 
gehören, zu einer Gattung algebraischer Funktionen. Die An- 
zahl p der Werte der Funktionen einer Gattung heisse die Ordnung 
der Gattung. Die verschiedenen Werte einer und derselben Funktion 
mögen zu unter einander konjugierten Gattungen gerechnet 
werden.* 

Das Produkt aus derOrdnung einer Gattung und der Ord- 
nung der zugehörigen Gruppe ist gleich «!, wenn n den Grad 
der Gruppe bezeichnet. 

Berl. Akad., 1379, S.812. 
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im. I 


Jede Funktion i 
einer Gleichung g'" 


siner Gattung p'" Ordnung ist die Wur: 
' Grades, <ieren Koefficienteu rational 
den c,, f a , ... ft, sind; die übrigen p — 1 Wurzeln sind die koi 
jugierten Funktionen. 

Die Gruppen, welche zu konjugierten Gattungen gehörei 
haben, wenn p>2, n>4 iat, ausser der Einheit keine ge 
samen Substitutionen. 

Für p = 2 sind die beiden konjugierten Gattungen iden- 
tisch. 

Für p = 6, «=*4 giebt es eine Gattung, die mit ihren füi 
konjugierten Gattungen identisch ist. 

§ 99. Bei dem Beweise in § 95 ist der Umstand, dass tp und (t 
zu derselben Gattung gehören, nicht in vollem Umfange benutzt wor- 

indem nur insoweit, als die dargestellte Funktion ip für a 
Substitutionen ungeändert bleibt, welche den Wert der darstellenden 
Funktion <p nicht ändern. Es könnten also, unbeschadet des B 
ganges, mehrere Werte einander gleich werden, was bei den Werten 
von tp schon wegen des Auftreteus der Diskriininante im Nenner nicht 
der Fall sein darf. Unter der allgemeineren Voraussetung, dass die 
Gruppe von ip diejenige von (p umfasst, erhalten wir daher folgen 
den Satz: 

Lehrsatz IV. Bleibt eine Funktion ip für die Gruppe ein 
zweiten Funktion tp ungeändert, während das Umgekehr 
nicht statt zu finden braucht, so kann $> in der oben (Lehr 
satz II) angegebenen Art durch tp rational dargestellt we 

Wir sagen unter diesen Umständen, die Gattung der Funk- 
tion ip sei unter der Gattung der Funktion tp enthalten. Dann 
iat also ip rational durch tp daratellbar, aber nicht umgekehrt tp durch *. 
Die Gruppe der enthaltenden Funktion <p ist in der Gruppe der ent- 
haltenen Funktion it> enthalten. Zwischen den Begriffen des Enthalten! 
tritt alao bei Gattung und Gruppe dieselbe Reciprocität ein wie oben 
zwischen den Ordnungszahlen p und /*. 

Als Folgerungen schliessen wir an das Dargelegte folgende Sätze an! 

Lehrsatz V. Es giebt stets eine Funktion, durch welche 
beliebig viele andere gegebene Funktionen rational aus- 
gedrückt werden können; diese ist aus jenen linear darstell- 
bar. Ihre Gattung enthält die Gattungen sämtlicher vor- 
gelegten Funktionen. 
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In der That, ee sind die gegebenen Funktionen q>, q!>, x, ■ ■ ■ durch 
ä> = «(p + ßilJ + ')>x + ■■• 
«ational ausdrückbar, falls unter «, ß t y, ... willkürliche Parameter 
verstanden werden. Denn die Gruppe von m wird durch, diejenigen 
Substitutionen gebildet, welche ip, $, %-,■■■ gleichzeitig uugeändert 
lassen und daher den Gruppen von <p, %p, Xi •■• gemeinsam sind. Die 
ippe von rä ist also in der jeder einzelnen Punktion qo, ip, %, ... 
Iten, und aus diesem Umstände folgt der ausgesprochene Satz, 
speziellen Fall desselben erlangen wir, wenn die Gruppe 
to sich auf die Einheit reduziert, m also eine «l-wertige Funktion 
id. Durch diese Funktion a ist dann jede andere der n Elemente 
-£ u x a , ... x„ rational darstellbar; jede Gattung ist in der von <ä ent- 
luden oder mit ihr identisch. Wir benennen diese Gattung die Ga- 
lois'sehe Gattung. 

Lehrsatz VII. Jede rationale Funktion der n von einander 
unabhängigen Grössen #,, X t ,...x n läast sich rational durch 
«ine jede Funktion derselben n Grössen ausdrücken, welche 
*! Werte besitzt; speziell also durch lineare Funktionen von 
.in Form ?-«,*, +«& + .. - + a n x n , 

bei welcher die a lt ß a , ... «„ willkürliche Parameter bedeuten. 
§ 100, Wir wollen nun auch die Aufgabe zu losen suchen, eine 
Mehrwertige enthaltende Funktion (p durch eine wenig erwertige ent- 
haltene Funktion ip auszudrücken. Rational kann dies nach den eben 
durchgeführten Untersuchungen nicht geschehen. Die Aufgabe ist das 
inalogon und die Verallgemeinerung der im dritten Kapitel behandel- 
ten, welche die Darstellung einer p-wertigen Funktion durch einwertige 
Funktionen forderte, und deren Losung jene als Wurzel einer Glei- 
chung p ,a " Grades mit symmetrischen Koefticienten lieferte. 

Wir können daraus bereits das Resultat ablesen, welches hier zu 
»warten ist. Es wird lauten: 

Lehrsatz VIII. Ist die Gruppe einer w.p-wertigen Funk- 
sion tp in der Gruppe einer p-wertigen Funktion ip enthalten, 
lad sind 


iiejenigen m Werte, welche fp r bei 
enigen Substitutionen annimmt, 
en, so sind jene m Werte von <p d: 
[ien G ra des, deren Koefficienten 
. sind. 


der Anwendung aller der- 
welche q£<, uugeändert las- 
e Wurzeln einer Gleichung 
rationale Funktionen von 


I 
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Es werden niirnlich, wenn die Substitutionen der Gruppe 

G~[s,, s.,...sj, r~* ! 
9 

von Vi w>f die sy in metrischen Funktionen von 93,, 9^, ... <f„, iu An 
wendung gebracht werden, keine Wertiinderungen dieser Funktioi 
eintreten, da sich nur die einzelnen Summanden unter einander v 
tauschen. Es folgt also inabesondere für die elementaren symms 
tri sehen Funktionen 

Vi + Vt +■ ■ ■ + 1>m — A i (i\) 

Vi Vi + Vi Vs + ■ • - + V>>» - * V'" — A (*i) 

ViVs ■■■ v- = A,„(i' 1 y 7 

die A\ sind hierbei rationale, im allgemeinen aber keine ganzen Fik- 
tionen von i\. Man erhielt infolge dieses Systems die Gleichung 

(A,) v n -Mi>i)-v" , ~- , +M4>i)-v m -' i -"-±A*(l>i)-*d} 

deren Wurzeln 9?,, q>. i; ... cp,„ sind, und die Gleichung 

(Ä>) <p- - A^i) . <p'— 1 + A 2 (ti) ■ ?>'"-- - . . ■ ± Amfä — Q, 
deren Wurzeln diejenigen »1 Werte von 9? sind, welche dem Wert! 
ip). entsprechen, genau wie <p lf (p^, ... tp„, dem Werte qfr t entsprachen 

Die Nenner der einzelnen A>_ und daher der Generalnenner 
licher A>, kann, wie oben bewiesen wurde (Lehrsatz II), stets als Teün 
der Diskriminante z/„. aufgestellt werden. Ist %.• eine einwertige Funk 
tioD, so fallt, wie schon aus dem dritten Kapitel g öl erhellt, dieser 
Nenner ebenso wie der Begriff der Diskriminante weg. 

§ 101. Ein besonderer Fall ist hier hervorzuheben: Sobald iiäinlic. 
die enthaltene Gruppe der Funktion 93, welche H heissen möge, 
der Gruppe G von $ vertaussehbar ist (Kapitel 4 § 77), genügt 
eine einzige Wurzel der Gleichung {A x ) zu kennen, um alle ratioiul 
bestimmen zu können. 

Denn wenn _ _. _ „ 

Vi, Vi, Vs> ■■■ V»i 

die Wurzeln der Gleichung (^ t ) und 

die zugehörigen Gruppen der tp sind, und weun wir endlieh eine t# 
liebige Reihe solcher Substitutionen von '.<', welche tp i iu die einzeln» 
Werte (p t , <p 2 , ... tp„, überführen, mit 

a,= 1, ö aj e s , ... 6, K 
bezeichnen, so ist (Kapitel 3 § 45) 

H.^a.-'H.o,, ff.-«.-'!«,, ... H,„ -(>,„-' H,a„ M . 
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Der Voraussetzung nach ist H l eine ausgezeichnete Untergruppe 
Ton G, da #, mit G vertauschbar ist; daher wird 
4L G^H^^B,, 

Hieraus folgt nun in Verbindung mit den obigen Gleichungen 
P Ä, H,=H 2 = E 3 = ... = H„„ 

Die verschiedenen W Werte y,, y B , ... (p,„ gehören also zu einer und 
lerselben Gruppe und sind daher rational durch einen beliebigen 
luter ihnen ausdriickbar, wie sich gemäss Lehrsatz I) ergiebt. 

Die Gattung von ^ t war unter der von <p, enthalten; falls, wie 
lier die Gruppe Zf, von ip, nicht nur in der Gruppe G von ij> 1 ent- 
lalten ist, sondern als ausgezeichnete Untergruppe von G auftritt, 
lennen wir die Gattung von 1p, eine ausgezeichnete Untergattung 
ler Gattung von tp t . 

LehrsatB IX. Ist die Gruppe von g?j so beschaffen, dass 
[urch eine Wurzel der Gleichung (jrf,), z. B. durch <p l , alle an- 
leren ip a , q3 3 , ... 9,,, rational dargestellt werden können, dann 
st die Gattung von 0, eine ausgezeichnete Untergattung 
ler Gattung von 93,; und umgekehrt: wenn die Gattung von 
(>, eine ausgezeichnete Untergattung derjenigen von 93, ist, 
lo kann man alle Wurzeln der Gleichung (.4,) durch irgend 
iine derselben rational darstellen. Die Gruppe von q), ist 
lann dieselbe wie die von >p 2 , <p si ... tp m und eine ausgezeich- 
nete Untergruppe der Gruppe von ^j. 

j$ 102. Wir untersuchen, wann imd wodurch es ermöglicht wer- 
ben kann, dass (A^) eine binomische Gleichung wird. Wir nehmen 
labei m als Primzahl an. 

G 1 sei die Gruppe von V,, il i die von tp v Soll (.^,) binomisch 
iein, müssen die Wurzeln q> 1} 091,, oa a 9>i; ... &'"~ l tp 1 zu derselben 
Gruppe gehören. Es ist also notwendig, dass ß, eine ausgezeich- 
nete Untergruppe von G, ist. Jede Substitution von G, wirkt auf 
3ie <p u 9S S , ... tp m wie eine Substitution unter den tp selbst; G, ist 
ilso einer Gruppe der <p isomorph. Diese Gruppe ist transitiv und 
Fom Grade m; nach S. 70 Lehrsatz II) ist ihre Ordnung durch m teil- 
>ar; nach S. 49 Lehrsatz X) enthält sie eine Substitution der Ord- 
wng »'■■ Bei m Elementen giebt es nur einen TypuB 

t— faffk*"9hi) 
Ir eine solche Substitution. Die entsprechende Substitution x aus G v 
jrtauscht demnach 93, , rp t ,-..f m cyklisch. Da feiner t'" dem (™ 
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entspricht, so wird x'" alle Funktionen <p lt <p ai ... tp m uugeändert las- . 
sen, und es gehört also t'" den Substitutionen von II, zu 

Unter diesen Festsetzungen kann man eine zur Gattung »ou I 
gehörige Funktion % konstruieren, für welche (A,) binomisch nirit 
also eine Funktion der Gattung von <jp, finden, deren m te Potenz w 
Gattung von ip, gehört. Dies geschieht folgeudermassen: Wir 
stehen unter o eine primitive m" Einheitswurzel und setzen 

Zi = ft + oft 4- o s ft + .. - + o"'- l 9«'- 
Wenden wir auf diesen Ausdruck die verschiedeneu Potenzen tob 
/ oder r an, so ergiebt sich 

%» — ft + oft + 0V4 + • ■ ■ + o'"~ 'ft = o- 
Zs = ft + oft + <A> 6 + . . . -i- ra"— » ^ = ra- 


.": 


izen Ton 


und also 

&*—&"—■•-— X*" 

Jetzt ist zweierlei nachzuweisen: 1) dass %i zur Gruppe H, von b 
<p l? ü) dass j;,'" zur Gruppe G x von V-'i gehört. Dadurch ist der ai 
gestellte Satz bewiesen. 

%, bleibt für H t ungeändert, denn gj n ip it ... ai„, thun es. 
Bliebe % 1 noch bei einer anderen Substitution ungeändert, so 
würde etwa 

ft-f©ft4-...4-O m ~ I ft» = ft 1 +09>;., + --- + ro"' - V.-„ 
o'"- 1 (ft. - ft,„) + o m ~ B (<p n -i - y im _ ,) + . . . 4- (ft - ft,) = 
folgen. Die letzte Gleichung hätte sonach mit der irreduktiblen Glei- 
chung ()>•- ' -f <B'" ~ a + . . . + e + 1 - 
eine und daher alle Wurzeln gemeinsam, d. h. es wä 


Konstruiert man nun ^p, nach früheren Vorschriften als Summe 

- : - Summanden von 
m.Q 

acuten (§ 31), so kann 


- Summanden von der Form x,"x./... mit unbestimmten Expi 


ft + ft, — ft + ft, 

nur dann stattfinden, wenn auf beiden Seiten dieselben Summanden 

stehen, da ja sonst eine Beziehung zwischen den %>. konstituiert würde- 

Da ferner ip L nur Summanden enthält, welche von den übrigen 

nl 
n! '-- verschieden sind, so ist die letzte Gleichung nicht möglit 

Xi gehört folglich zu H v 
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Xi" bleibt bei den 

äs ist mm 


Substitutionen von ffj und bei t 1 
ff, — [ff,, t], 


a geändert. 


ia die rechte Seite mindestens 


m. p 


Substitutionen enthiilt, 


welche sämtlich in der Gruppe G, der Ordnung — enthalten sind. Xi" 

"bleibt also für die Substitutionen von & l ungeandert; aber auch nur 
für sie. Denn sonst hätte X\" weniger als p Werte, und die m ,u Wur- 
xel % s aus Xi" weniger als mg Werte, was dem Bewiesenen wider- 
spräche. 

§ 103. Die Angaben über ff, und H s reichen also aus, um die 
Existenz von % i zu beweisen. Sie sind ferner auch notwendig, wie nun 
gezeigt werden soll, 

Es möge eine m.ff- wertige Funktion j, der Gruppe ff, bestehen, 
deren »*" Potenz X\" aar p-wertig wird und der Gruppe ff, angehört, 
m bedeutet eine Primzahl. 

Da die verschiedenen Werte von Xn welche unter dem Einflüsse 
der Substitutionen von ff, entstehen, sich nur durch Einheits wurzeln 
unterscheiden können, weil ihre m teD Potenzen einander gleich sind, 
80 gehören sie alle zu einer und derselben Gruppe, ff^ reproduziert 
sich demnach bei der Transformation durch irgend welche Substitu- 
tionen von ff n und ff, ist eine ausgezeichnete Untergruppe von ff 1 . 
Sind ferner die m Werte von % lt die sich nur durch Einheits wurzeln 
unterscheiden, „ 

Xi> «&> °> Xu ■■■ B n ~ l k, 

so giebt es, da alle %i durch Transformation mit gewissen Substitu- 
tionen von G, aus Xi entspringen, eine solche Substitution t, welche 
Üi in o^i, also cc>Xi ' n a *%u 0,a Zi i n raS Zi) ■•■ überführt und somit, wie 
bewiesen werden sollte, alle Werte von Xi cyklisch umsetzt. 

Lehrsatz X. Damit in der durch die Gruppe ff charakte- 
risierten Gattung von Funktionen solche vorkommen, deren 
P 1 " Potenz zu der durch G charakterisierten Gattung gehören, 
'st es hinreichend und notwendig, dass // eine ausgezeich- 
nete Untergruppe von ff sei, oder was dasselbe ist, dass die 
EWeite Gattung eine ausgezeichnete Untergattung der erste- 
hen sei. Dabei werden in G Substitutionen vorkommen, welche 
ille in der Gattung von G enthaltenen, konjugierten Funk- 
ionen der Gattung von H cyklisch vertauschen. 

Hieraus lässt sich leicht der Spezialfall herleiten: 
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Lehrsatz XI. Damit die Primzahlpotenz jf einer p.Q-wet- 
tigen Funktion nur p Werte habe, ist es hinreichend und 
notwendig, dass es eine mit der Gruppe H von % vertausch- 
bare Substitution r giebt, von welcher erst die p** Potenz in 
H vorkommt. 

Endlich liefert eine Erweiterung dieses Satzes folgendes wichtig« 
Theorem: 

Lehrsatz Xu. Besteht für die Reihe 

^} ^17 ^2} ^*8? *•• " r »' 

von Gruppen ein solcher Zusammenhang, dass jede vorher- 
gehende 6r a - i aus der folgenden G a durch die Hinzunahme 
einer Substitution r a abgeleitet werden kann, welche mit 
G a vertauschba* ist, und von der erst die p a ^ eine Primzahl- 
potenz, in G a —i enthalten ist, dann und nur dann kann man 
durch Auflösung einer Reihe binomischer Gleichungen der 
Grade p l9 p 2 , j? 8 , ... p t eine Q.Pi>p 2 ••• i> f -wertige zu G v gehö- 
rige Funktion aus einer p-wertigen zu G gehörigen ableiten. 

§ 104. Bei der Darstellung einer Funktion durch eine andere 
zu derselben Gattung gehörige kamen wir zu rationalen, gebrochenen 
Ausdrücken, in deren Nenner ein Teiler der Diskriminante der dar- 
stellenden Funktion stand. Wenn wie bisher die x 19 x 2 , . . . x n ab 
von einander völlig unabhängige Elemente angesehen werden, wird 
die Diskriminante einer beliebigen Funktion <p von Null verschieden 
sein, da ja ihre verschiedenen konjugierten Ausdrücke verschiedene 
Formen haben. Bestehen jedoch irgend welche Beziehungen zwischen 
den Elementen x y so ist es nicht mehr nötig, dass aus einer Ver- 
schiedenheit der Formen auch eine Verschiedenheit der Werte folge. 
Es wäre demgemäss, wenn in 

f(x) = x n — qtf*- 1 + c^x"-* — . . . ± c n 

die Koefficienten spezielle Werte erhalten, wohl möglich, dass dk 
Diskriminante 

^* (p — Cr [C^ , Cg , ... C n j 

Null wird. In diesem Falle wäre <p ungeeignet zur Darstellung an- 
derer Funktionen derselben Gattung. Ja es wäre denkbar, dass alle 
Funktionen einer Gattung dieselbe Eigenschaft besässen. Es ist not*, 
wendig zu beweisen: 

Lehrsatz Hü. Sind nicht zwei der Elemente x einander 
gleich, so giebt es, was auch sonst für Beziehungen unter 



so kann 
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ten x bestehen, stets Funktionen in jeder Gattung, deren 
iiskriminante von Null verschieden ist. 

Den Beweis konnten wir ähnlich führen, wie jenen im § 30. Es 
at aber bequemer, die dort erlangten Resultate, dass es unter den 
geinachten Annahmen . »!- wertige Funktionen von der Form 

<f - «o + «i *, + a i x i -r- . . . + a a x n 
giebt, hier zu benutzen. Sind nämlich die »! Werte von oj von einander 
»erschieden, so kann man «„ derart wählen, dass sie auch verschiedene 
Moduln haben. Denn setzen wir 

»— «U+fttV 1 -! (* — 1, 2, ... »!), 
«'=p + </V-l 
in der Weise angenommen werden, dass alle n\ Summen 

fc - 9i + «' - («H +P) + G** + 9) V~~l (-1-1,2,...»]) 
verschiedene Moduln besitzen. Denn aua der Gleichung 
(w»i +pY + (in + qf = (m, +p) 2 + ((i x + qf 
folgt bei völliger Willkürlichkeit von p und q 

»h «-»•*, ßi — pft, 
and man kann z.B. p=*q 2 und # so gross annehmen, dass auch ein 
Sperialwert von ? die Bedingungen erfüllt. Die fa seien der Grösse 
irer Moduln nach geordnet 

V'm ^st ^8i ■■■ V'm; {mod. (in> mod. i/ij+i); 
■na nehmen wir die ganze Zahl e so gross an, dass man erhält: 

*C>*i+i' + *l+^ + . .. + ♦>*• (i-1, 2, ..., m!-1). 
Aus jeder Gleichung von der Form 

V) *.* + #H , + *' + ... — #b'+V + "' 

iajm mau dann folgern, die Indices u, &, c, ... seien den Indices a, 

0, . ■ ■ gleich. Wendet man jetzt die r Substitutionen von G auf i^* 

Wi und addiert die Resultate, so ist diese Summe 
» - */ + «V + ^' + - ■ - + W 

sine Funktion mit der gewünschten Eigenschaft. Erstens nämlich 
»ädert sie sich für G nicht, und zweitens gehören alle Substitutionen, 
Welche den Wert von m ungeändert lassen, zu G. Das Erstere ist 
klar; das Zweite schliessen wir aus der Folgerung, die sich an eine 
Gleichung von der Form U f ) knüpfen liisst. m hat o von einander. 
'erschiedene Werte; zl-, ist von Tersehieden. 

Ö* 
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Sechstes Kapitel. 
Die Anzahl der Werte ganzer Funktionen. 


ktionen. 


§ 106. Wir haben bisher nur vereinzelte Sätze über die Existenz 
mehrwertiger Funktionen kennen gelernt. Ein- und zweiwertige Funk- 
tionen einerseits (p-=l,2); «!-wertige andererseits (p — n!) bilden die 
untere und die obere Grenze für die minder- oder mehrwertigen Funk- 
tionen. Ein wichtiges negatives Resultat wurde im dritten Kapitel 
§ 42 abgeleitet, dass nämlich p keinen Wert annehmen kann, der 
nicht n! teilt. Weiter ist uns noch nichts bekannt. Wir können aber 
leicht durch die Bildung von intransitiven und von imprimitiven Grup- 
pen eine Fülle spezieller Resultate erhalten. Nur sind alle diese po- 
sitiv, wahrend die negativen, durch welche etwas über die Nichtexi stem 
von Funktionen ausgesagt wird, gerade die interessanten sind. 

Die allgemeine Konstruktion der intransitiven Gruppen würde, 
wie in § 90 sich zeigte, ein genaueres Eingehen auf den Isomorphis- 
mus in weitestem Sinne fordern. Wir begnügen uns damit, die ein- 
fachsten Bildungen anzugeben. Sind n =a-\-b-\-c + ... Elemente vor- 
handen, und bilden wir aus a derselben eine symmetrische oder alter- 
nierende Gruppe, ebenso aus i anderen von denselben eine symmetrische 
oder alternierende Gruppe u. s. w., so erhalten wir durch die Multi- 
plikation der Substitutionen dieser einzelnen Gruppen unter einander 
eine intransitive Gruppe des Grades n und der Ordnung 

/—t.aittlcU.., 

wo t=l,j-,-j, j,.., ist, je nachdem man bei der Gruppenbildung 
keine, eine, zwei, drei, ... alternierende und im übrigen nur symme- 
trische Gruppen verwendet hat. Es wird dementsprechend 


:t nur » I 


v e.a\hU\... 
die Anzahl der Werte der zugehörigen Funktionen sein. Ist 

gegeben, so kann man also Funktionen finden, die einem beliebigen 
in der angegebenen Weise gebildeten p genügen. Nehmen wir z.B. 
w=-5, so lassen sich aufstellen: 

9 — 5; s = lj P = l; <Pi = XiX a x a x i x 6 . 

a — 6 ; i — 4 , p — 2 ; <*>, - fe - x,) (», - .c s ) . . . (x A - X 6 ) 

« — 4, 6—1; *= 1, p = 5; tp a = x l x t x t x i . 
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= 3, 6 = 
-3, 6 = 


£=1, p—10; 
t—i, (» = 20; 


-3, 6-2; e — i, p = 40; 

-3, 6=1, c— 1; i— t, P-20; 


Vt-dtl-XiXXl-Blifa-Bj 

y, -= iE, a:^ -f- # 4 — ;r 6 . 

<P* - (*i - «0 fc — a^) («i — ■*„) 

+ x 4 — ar 6 . 
m 9 = je, #« a: B . 


Die im primitiven Gruppen, deren allgemeine Konstruktion oben 
i § 73 angegeben worden ist, geben in gleicher Weise Gelegenheit 
ir Bildung von Gruppen und damit von Funktionen mit gewissen 
Vertan zahlen. Für w — 6 erhielte man z.B., je nachdem man zwei 
ysteme der Im Primitivität von je drei Elementen oder drei Systeme 
sn je zwei Elementen annimmt, mehrere Gruppen, deren Kenntnis 
ur von derjenigen aller Gruppen der Grade zwei und drei abhängt. 

§ 10t». Allgemeine und fundamental wichtige Resultate erhält 
lan aber auf diesem Wege nicht. Wir greifen die Untersuchung da- 
er von einer anderen Seite an, welche uns zuerst eine Umwandlung 
oserer Frage erlauben wird. 

Ist die p-wertige Funktion qo, mit ihrer Gruppe G 1 gegeben, so 
Üden wir dieselbe Tabelle, welche wir bereits in § 41 benutzten. 
'iese enthalt in p Zeilen alle «! Substitutionen; in der ersten diejenigen, 
eiche oj, nicht ändern, in der zweiten diejenigen, welche y, in <p a 
mwandeln u. s. f. Die Tabelle lautet 

*,-l, t, s B , ...s r ; G, 

I«„ «, ,.„. 
ö 3 , s a ff s , s 3 ö 3 , . 

ffp, s s tf £J , s ä (j ff , ... s r ö p ; ^.ffp. 

Vir untersuchen die Verteilung der Substitutionen eines bestimin- 
ypus innerhalb dieser Tabelle. 

A) Es giebt «— 1 Transpositionen von der Form (a^aie); « = 2,3,...n. 
t also p<n, und kommt in der Gruppe G i ?on ip, keine Transposi- 
>n von der Form (xjX B ) vor, so sind diese n— 1 Trans positionen auf 
■chstens « — 2 Zeilen verteilt; demnach müssen in einer der auf die 
ite folgenden Zeilen mindestens zwei derartige Trans positionen auf- 
sten. Es mögen die folgenden sein: 


G,.ö, 
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dann ergiebt sich, dass eine Kombination beider 

(*!».**)= C*!*«) (*!«*) — s«*i ( s i» ff -1 "= *B ff iffi -1 *i» -1 " ««s^ -1 * ^ 
in G, vorkommt. Es muss folglich tür p<" in G, entweder ein 
Transposition oder eine Cirkniar Substitution dritter Ordnung vorkon- 
men, welche ein vorgeschriebenes Element X 1 enthält. Dasselbe gilt 
für jedes andere x im 

B) Es giebt - = - Substitutionen von der Form (& M ity), (*=j! 

-=1,2,...«). Igt also p< ^ , und kommt in der ersten Zeile 

der Tabelle keine Transposition (xaXp) vor, so treten in irgend einer 
anderen Zeile sicher mindestens zwei auf. Stimmen diese in einem 
Elemente überein, wie etwa (x a X^j, (x a X r ), so erhalten wir, wie soeben 
durch Multiplikation eine in G, enthaltene Substitution («a^M 
stimmen die beiden Trans positiouen in keinem Elemente ü bereis 
(®a%fl), fayBl), s0 ergiebt sich durch Kombination eine in G v ent- 
haltene Substitution si=(x a z ! i)(z Y x#). G 1 enthält also jedenfalls eine 
Substitution von nicht mehr als vier Elementen. 

0) Es giebt (m— l)(n — 2) Substitutionen von der Form (x,x a Xf\ 
(a=j=0 — 2, 3,...n). Ist also p<(« — 1)(« — 2), und kommt in G, 
keine Substitution der angegebeneu Form vor, so erhält man in einer 
anderen Zeile der Tabelle mindestens zwei; eine Kombination derselben 
zeigt, dass G, Substitutionen von drei, vier oder fünf Elementen ent- 
halten wird. 

So erhält man eine Reihe von Sätzen, von denen wir einige zn- 
sammen stellen : 

Lehrsatz I. 1) Ist die Anzahl p der Werte einer Funktion 

nicht grösser als »— 1, so enthält die Gruppe der Funktion 

eine Substitution von höchstens drei Elementen, unter denen 

sich ein gegebenes befindet. 2) Ist die Anzahl p der Werte 

* . n(n—l) 

einer Function nicht grösser als - — -, so enthält die 

Gruppe der Funktion eine Substitution von höchstens 
Elementen, 3) Ist die Anzahl p der Werte einer Funktion 

nicht grösser als ' ---, so enthält die Gruppe der 

Funktion eine Substitution von höchstens sechs Elementen, 
4) Ist die Anzahl der Werte einer Funktion nicht grösser alt 
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.(»-lX»-2)- (»-*+l) 


enthalt die zugehörige Gruppe 
ine Substitution von höchstens 2k Elementen. 5) Ist die 
Lnzahl der Werte einer Funktion nicht grösser als (n~ l)(n — 2) 
..(« — k + 1), so enthält die zugehörige Gruppe eine Substi- 
ution von höchstens '2h- 1 Elementen, unter denen sich ein 


•orgeschriebenes befindet, so dass also : 
lerartige Substitutionen vorhanden sind. 


2A-1 


Die Frage nach der Anzahl der Werte mehrwertiger Punktionen 
fit infolge dieser Resultate auf eine andere, nämlich auf die nach der 
Sxistenz von Gruppen reduziert, welche Substitutionen mit einer ge- 
wissen Minimal auzahl von Elementen besitzen. 

§ 107. Stellen wir das erste der Resultate unseres Lehrsatzes mit 
früheren Sätzen zusammen, so erhalten wir den Beweis eines wichtigen 
Theorems. 

Wir wissen aus dem vierten Kapitel Lehrsatz I), dass die Ord- 
nung einer intransitiven Gruppe höchstens (» — 1)! ist; folglich ist die 
Anzahl der Werte einer Funktion mit intransitiver Gruppe mindestens 

t '—^-. =w: für eine solche Funktion kann also o nicht kleiner als n 

sein. Aus Lehrsatz Xu) desselben Kapitels ersehen wir, dass die Ord- 
nung einer imprimitiven Gruppe höchstens 2! (-^j ist; folglich ist 
■Jie Anzahl der Werte einer Funktion mit imprimitiver Gruppe min- 
destens ; diese Zahl ist für » — 4 kleiner als n, nämlich 


gleich drei; für M>4 dagegen ist sie grösser als n. Also kann für 
H>4 bei einer solchen Funktion o nicht kleiner als n sein. Bei pri- 
mitiven Gruppen folgt aber aus dem vierten Kapitel Lehrsatz XIII) 
wegen des ersten Resultates unseres Lehrsatzes aus § 106, dass für 
p<n die Gruppe alternierend oder symmetrisch, o also =^*2 oder —1 
Ut. Die imprimitive Gruppe, welche zu n — i, ß = 3, r-=8 gehört, 
Ut uns bekannt; es ist die schon vielfach besprochene. So folgt: 

Lehrsatz II. Ist die Anzahl p der Werte einer Funktion 
nicht grösser als »— 1, so ist entweder p=l oder =2; die 
3ruppe der Funktion wird also die symmetrische oder die 
ilternierende sein. Eine Ausnahme findet nur für »■ i, •>'■'> 
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c = 8 statt bei allen den zur Gruppe von <p = x t x 2 -f- %%, ge- 
hörigen Funktionen. 

S 108. Wir wollen denselben Satz noch einmal von einem anderen 
Beweisgründe aus ableiten.* 

Eh sei y eine p<n-wertige Funktion, deren Werte wir durch 

9u <P*i V») ■■• f>« 

bezeichnen. Wendet man auf diese Reihe irgend welche Substitutionen 
an, so vertauschen sich lediglich die y Werte untereinander, wie wir 
bereits früher sahen. Wendet man insbesondere auf diese Reibe eins 
Substitution der zu <p, gehörigen Gruppe (?, an, so vertauschen sich 
die p Werte derart untereinander, dass <p, dabei seineu Platz niehl 

verlässt. Alle 


->(«—!)! Substitutionen von tf, wirken 1 


der Weise, dass sie nur <p a , qp s , ... tp„ in andere Stellungen bringen. 
Soleher Stellungen giebt es, da p<»t ist, höchstens (p— 1)I^(m — 2) 
verschiedene; folglich werden unter den /> (« — 1)! Substitutionen von 
G, mindestens zwei dieselben Änderungen der <p s , ip s , ... <f v unter : 
einander hervorbringen, ff, t seien solche Substitutionen; dann wirf :; 
6 .r~ ' alle <p an ihren Plätzen lassen. Es ist also Cr - ' eine ton : 
der Einheit verschiedene Substitution, welche alle <p n q> it ... aj ( , 1 
geändert läsat und daher zu den Gruppen G 1 , G 2r ... G t gleichzeitig 
gehört. Nach dem dritten Kapitel Lehrsatz XI) erkennt man hier- 
aus die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes. 

% 109. Sucht man nun, um zu allgemeineren BVagen zurück- 
zukehren, alle Funktionen, deren Wertezahl eine gewisse, vom Grade 
n abhängende obere Grenze nicht überschreitet, so können wir, was 
im vorigen Paragraphen für einen besonderen Fall geleistet wurde, 
gleich allgemein abthun, nämlich die Betrachtung der weniger wich- 
tigen intransitiven und im primitiven Gruppen. Wir gehen dabei an! 
die im vierten Kapitel gegebenen Bildungen zurück. 

Für die intransitiven Gruppen haben wir als Maximalordnuugen 
erhalten: 

1) r—(n— 1)!, wenn (n— 1) Elemente eine transitive, symmetrisch' 
Gruppe bilden und das letzte Element sich an der Substitutionen- 
bildung gar nicht beteiligt. Es wird p = n. 


: MuniHiauer. d. Ber). Akad, , 1879, S.31I 
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2) r — — q — — , wenn (m — 1} Elemente eine alternierende Gruppe 

den und das letzte Element sich an der Substitutionenbildung gar 
ilit beteiligt. Es wird p«=2n. 

3) r = 2 ! {« — 2) !, wenn (n — 2) Elemente eine symmetrische 
■uppe, die beiden anderen eine Transposition bilden und beide Grup- 

n mit einander multipliziert werden. Es wird p«= ^ — -■ 

4) r = (n—- 2)!, wenn entweder (fi— 2) Elemente eine alternierende 
nippe, die beiden anderen eine Transposition bilden und beide Grup- 
n mit einander multipliziert werden ; oder wenn (k — 2) Elemente 
ae symmetrische Gruppe bilden und die beiden anderen sich an der 
ibstitutionenbildung nicht beteiligen. Es wird n = rt(n— 1). 

So kann man tbrtfehreu. 

Für imprimitive Gruppen erhält man: 

■~\ , wenn man zwei Systeme der Imprimitivität von je 
Elementen hat, aus jedem die symmetrische Grvippe bildet, und beide 

»! 
/steine auf alle Arten mit einander verbindet. Es wird «■= ; 

r « = 4,6,8,... wird p = 3, 10,35,... 2 ■ ( — 1 

2) r— 3!(^J, wenn man drei Systeme der Imprimitivität bil- 

t, jedes zu Elementen, von jedem die symmetrische Gruppe auf- 
:11t und diese drei auf alle möglichen Arten kombiniert. Es wird 
für « = 6,9,12,... erhält man p = 15, 280, 5770,... 


■(¥)" 


) r=3 - ( Wl i wenn die obigen drei Systeme der Imprimitivität 

r gemäss der Gruppe J 1 - fl, (y,y s j/ 3 ), (y,3/ s ?,)] (vergl. § 73) kom- 

m] 

aiert werden. Es wird p = . , ; für n=6,9, 12,.. erhält man 

= 30,560, 11540,... 3 '\i) 

Wie man sieht, wachsen die Werte von p in ausserordentlich 
in eller Weise. 

$ 110. Wir untersuchen nun im Anschlüsse an die Resultate von 
106 die primitiven Gruppen, welche Substitutionen von vier, aber 
ine von nur drei oder zwei Elementen enthalten. 


I 
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Eine der vorkommenden Substitutionen von vier Elementen aei 
s = (x a x^) (x e x d ). Eine solche muss vorhanden sein, denn aus dem 
Vorkommen von ff — {x a xpx Y x#) würde durch Quadrierung der auf- 
gestellte Typua s folgen. 

Es aei «s = <*i **) (*»**) 

die in der primitiven Gruppe (r vorkommende Substitution von viel 
Elementen, welche wir zum Ausgangspunkte wühlen. Wir transformie- 
ren s s durch alle Substitutionen von G und kommen dadurch nach 
der Methode von § 74 zu einer Reibe von Substitutionen desselben 
Typus, durch welche x l} x it ar a , x 4 mit allen Übrigen Elementen 
Verbindung treten. Es sind also in G Substitutionen vorhanden, welche 
s b ähnlich sind, und welche ausser einigen der alten Elemente tf, 
x 3 , x t noch neue Elemente x, : , x K , #,,... enthalten, welche sie mit 
jenen in Verbindung setzen. 

Dies ist auf dreierlei Arten möglich, je nachdem ein neues, zwei 
oder drei neue Elemente mit drei, zwei oder einem alten Elemente 
verbunden auftreten. Achtet man darauf, dass es lediglich auf die Art 
der Verbindung der alten mit den neuen Elementen .ankommt, nicht 
auf die Benennung derselben, so erkennt mau, dass es nur fünf typi- 
sche Formen geben kann, nämLich folgende: 

II) fraOfc*.), Mto), 

III) Cvtfto**). 

Bei der ersten von diesen macht es z. B. keinen Unterschied, ob man 

achreibt (3^ ( Xf x 6 ), (x s arj (x^), fosrj foafc); 

bei der letzten, ob man a^ mit x%, x s , x t vertauscht u. s. w. 

Die erste und die fünfte dieser Möglichkeiten fallen sofort weg, 
da man aus ihnen Schlüsse ziehen kann, welche gegen die Annahmen 
über die Natur unserer Gruppen Verstössen. Man findet nämlich, dass 
(*,a? s ) (% s Xi) - (x 2 x % ) (x 3 x b ) — (xgZtXi) 

IM (.*.*,) ■ (*,«») Mr-(*->*ä 

nur drei Elemente enthalten, während doch derartige Substitutionen 
in unseren Gruppen nicht vorkommen sollten. 

Es bleiben daher nur drei Fälle zurück, welche wir der Reihe 
nach zu untersuchen haben: je nachdem G ausser s e noch eine der drei 
Substitutionen enthält 

A) (»,*,) (x,x t ), 

B) O^b) ( x t x e)i 
c ) Ö%«%) (V.)- 
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$ 111. A) Es kommt in der primitiven Gruppe vor 

4 - ( 3 V t 's) fe*«)j «4 - (%<%) fo*i)- 
folglich h'ndet sich in ihr auch 

ind die Transformierten von .v s durch die Potenzen von ^ kommen in 
i gleichfalls vor 

Da i eine Cirkularsubstitution der Primzahl Ordnung p^b ist, so 
ist nach § 75 die Gruppe G des Gra,des n mindestens (« — 4) -fach 
transitiv. 

Ist »^7, so wird G alternierend oder symmetrisch sein. 
Dann existiert also eine Gruppe mit den verlangten Eigen- 
schaften nicht. 

Denn für n > 7 ist G mindestens dreifach transitiv. Es giebt also 
in G eine Substitution r, welche x t nicht umstellt, x t durch x e und 
X s durch x 7 ersetzt. Transformiert man durch diese die Substitution 
s st so entsteht i- a -^s s a = (x 1 x e )(x 1 x a ). 

Wenn x a zu den Elementen a^, x 3 , a; 4 , x t gehört, dann hat s' 
mit s a nur ein Element gemeinsam. Gehört x B zu den Elementen x g , 
x s , .,., so hat ,<f mit jeder der Substitutionen s 11 Sg, ... s b nur ein 
Element gemeinsam. Beide Annahmen führen auf die im vorigen Pa- 
ragraphen besprochene und beseitigte Möglichkeit III). 

Es sind, wie man leicht erkennt, für n = 4 nur zwei entsprechende, 
aber imprimitive Gruppen vorhanden. Gruppen des Typus A) giebt 
es also höchstens für « = 5 oder » = 6. 

§ 112. B) In diesem Falle kommen in G vor 

h = Oi *i) (*s *t) > * - fa *0 fe %) 
Und folglieh auch die Kombination beider 

Dnrch diese drei Substitutionen sind die sechs vorkommenden Ele- 
mente x,, x s , ... x e noch nicht transitiv mit einander verbunden, da 
zwischen x 3 , x t und x 1 , x s , x 6l x e noch kein Zusammenhang besteht. 
Es muss also eine Substitution des Typus {x a x^)(x r xs) in der Gruppe 
vorkommen, welche x lt x s , x 5 , x e mit anderen Elementen verbindet. 
Enthielte diese Substitution drei der Elemente x,, x%, # 6 , x t und nur 
ein neues, so würde sie mit v drei Elemente gemeinsam haben. Man 


I 
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käme also entweder auf den Typus A) oder auf die erste der beiden 
Möglichkeiten von I) in § 110 zurück. Das Eine ist erledigt, du 
Andere beseitigt. Wenn die neue Substitution nur eins der Elemente 
x n ^i x a ^e UD ^ ^ re ^ an dere enthielte, so träte sie mit v zum Ty- 
pus III) aus § 110 zusammen. Auch dies ist zu verwerfen, und et 
bleibt nur übrig, dass zwei der vier Elemente mit zwei neuen verban- 
den vorkommen. Die geforderte Substitution muss also eine der For- 
men haben (^ x ^ fa ^ ( fa x ^ (x^) , {x t x a ) (x 6 x b ), 
(x s x})(x b xj), («s*«) (ajg**), (x b x^{x 6 x b ). 
Von diesen stehen die erste, dritte, vierte und fünfte zu t, die zweit«, 
dritte, fünfte und sechste zu v in der dureh C) charakterisierten Ver- 
bindung. 

Die Behandlung von B) führt also notwendig auf C), so Am 
alle zu B) gehörigen Gruppen bei der Untersuchung der zu C) ge- 
hörigen sich finden müssen. Wir können uns daher auf diese lebten 
beschränken. 

§ 113. C) In diesem Falle kommen in der gesuchten Gruppe 

°i = fe x s) ( x s x i)i a t ~ ( x i x t~) ( x a x e) i s — a i~ ' ff a ff i = fe ^s) {***() 
vor. 

Wir behandeln zuerst den Fall m = 6, 

Die Elemente x lt x s> x b sind noch nicht mit x 3 , x t) x e verbunden. 
Eine Verbindung nach dem Typus (x a Xp) (x r xi) iuuss" stattfinden, t, 
möge zu den drei Elementen x u x t , x L gehören. Wäre x a gleich ;f, 
oder gleich %, so transformierte man durch ff, oder a t und erhielt* 
dann (x l x 6 )(x c X d ), so dass also a = l vorausgesetzt werden darf. Dann 
sind die möglichen Substitutionen folgende: 

a) fa^fax»), («is%)(s%ag, (x,x b ) faaQ, »-3,4,1 

(3) {x 1 x m )(x H x p )^ m, b,j> = 3, 4, 6. 

y) (%**O0V*Oi C*1*«0(*b*3i »,» — 3,4,8, 

Die drei ersten Substitutionen sind zu verwerfen, da ihre Produkte 
in flj, 2J ö s auf § 110,1) oder auf Substitutionen mit nur drei Ele- 
menten führen. Bei der Substitution der zweiten Zeile findet dasselbe 
Btatt. Es bleiben also nur noch übrig, je nach den Werten von t», »: 


(x x X s ) (a^), 

foOtVs) 

C%«k)(<M4), 

(«.».) fe 1 ») 

{x 1 x i )(x i x e ), 

(■,<*) (x,x,) 

(Xlx,) llvii 

(x 1 x i )(x 6 x^) 

(x,x,)(z,z,), 

(x,x,) {x,x,) 

t%<0 (*.*«), 

(■V.)KO- 
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)ie zweite und vierte Zeile musa aus geschlossen werden, da ihre 
Substitutionen mit o n die dritte und sechste, weil ihre Substitutionen 
mit ff 3 je drei Elemente gemeinsam haben. 

Die erste Zeile steht zu 1 in derselben Beziehung wie die fünfte 
;u öjj wir können uns also ohne Beschränkung mit der Betrachtung 
!er ersten allein beschäftigen. 

Jede ihrer Substitutionen ruft mit ö, multipliziert die andere her- 
Man kommt also zu allen etwa für n = 6 vorhandenen Gruppen, 
renn man . , , . 

e t = ~\ x i x a) K x a x J 
u «j, tf gl ö 3 hinzunimmt. 

$ 114. Wenn der Grad der Gruppe grösser iat als 6, so können 
n den drei Zeilen «), ß), y) des vorigen Paragraphen die Tndices 
/.-. II, p auch Werte annehmen, welche grösser sind als 6. Man er- 
sannt aber sofort wieder, dass die drei Annahmen von <*) jedenfalls 
luf Widersprüche führen. Bei ß) und j>) kann man zu Substitutionen 
gelangen, welche die Bedingungen, denen genügt werden soll, nicht 
verletzen. Die Durchführung zeigt, da,SB, wie dies auch immer ge- 
schehe, eine Kombiuation der erhaltenen Substitutionen zu einer Cir- 
kiilarsubstitution von sieben Elementen führt. 

Polglich ist nach § 75 die Gruppe mindestens (n — 6) -fach transitiv. 

Wäre »>9, so wäre G mindestens 3-fach transitiv, enthielte also 
ahie Substitution, welche ar, nicht umsetzte, x t und x A mit einander 
vertauschte. Wendet man diese Substitution auf ff, an, so entsteht 

ö' = (x l x s )(x 3 X a ), 
»wo, da ff' mit ff drei Elemente gemeinsam hat und um der Möglicb- 
seit A) zu entgehen, x„ = x t . Es wird also ff' gleich dem ff, des 
rorigen Paragraphen. 

Danach ist die Untergruppe, welche x\, a^, ... x e enthält, bereits 
infach transitiv. Nimmt man dazu die Cirkular Substitution mit sieben 
Elementen, so erhält man eine zweifach transitive Gruppe und erkennt 
US § 76, dass G mindestens («— 5)-fach, also für n>d mindestens 
-fach transitiv ist. G enthält also ein 

r-fo)^)^...) 
f~ 1 a l T = (a^iEg) (x 2 x: s ), 
> dass man auf jeden Fall zum Typus A) gelangt. Für w>9 giebt 
* also keine Gruppen der verlangten Eigenschaften. 

Lehrsatz IH. Obersteigt der Grad einer Gruppe, welche 
ubstitutionen von vier, aber keine von drei oder zwei Ele- 
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at die 


»transitiv 


menten enthält, die Zahl 
oder im primitiv. 

Verbindet man hiermit die Resultate der §§ 106 und 109 
folgt: 

Lehrsatz IV. Ist die Anzahl p der Werte einer Funktion 
nicht grosser als -^ n (n—V), so wird dieselbe für «>8 sym 
metrisch in n — 2 Elementen einerseits und in den beider 
übrigen andrerseits aein; oder es wird für sie p = 2w, und di« 
Funktion ist alternierend in (n — 1) Elementen; oder es wird 
Q = n und die Funktion ist symmetrisch in («— 1) Elementen; 
oder p ist = l, 2, und die Funktion ist symmetrisch respektive 
alternierend in allen n Elementen.* 


$llö. Wir schieben jetzt einen Hilfssatz ein, dessen wir zum 
Beweise eines allgemeineren Theorems bedürfen.** 

Nach § 75 Lehrsatz XVI) kann eine primitive Gruppe, welcbe 
die alternierende Gruppe nicht in sich schüesst, keine Cirkularsnbsti- 

tution eines Primzahlgrades enthalten, welcher geringer ist als ■ 
Bedeutet p eine beliebige Primzahl, welche kleiner ist als -= und))' 

die höchste Potenz von p, welche in n! aufgeht, so ist die Ordnung 
einer primitiven Gruppe G nicht durch p-' teilbar. Denn sonst um- 
schlösse G eine Untergruppe, welche der Gruppe des Grades n und der 
Ordnung p- ähnlich wäre; diese aber enthii.lt nach der Konstruktion 
eine Oirkular Substitution des Grades », und das müsste demnach mit 
(r gleichfalls der Fall sein. Daher enthält Q = n\:r den Faktor j 
mindestens einmal. 

Was von p bewiesen ist, gilt, für jede Primaahl, die < -^ ist, und 
also auch für ihr Produkt. Daher folgt: 

Lehrsatz V. Ist die Gruppe einer Funktion, welche mehr 
als zwei Werte besitzt, primitiv, so ist die Anzahl der Werte 
dieser Funktion ein Vielfaches des Produktes aller Prim- 

2» 

zahlen, welche kleiner als -=- sind. 


* Cauchy: Jour«. de l'Eeole Polytechn. X Cahier; Bertrand: ibid. XXI 
Cahier; Abel: Oeuvres completes I. p. 13 — 31; J. A. Serret: Journ. de V 
Polytechn. XXXII Cahier; C. Jordan: Traue" etc. p. 67-76. 

** C. Jordan: Tratte atc. p. 66*. Note C. 
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$ 11(>. Mit Hilfe dieses Satzes können ■ 
Lehrsatz VI. Es bedeute k irgend ■ 


ir Folgendes zeigen: 
ine konstante Zahl. 


öie Funktionen von « Elementen^ 
n — h derselben alternierend oder 


reiche in 
Fiametrisi 


Beziehung auf 
h sind, haben 


diejenigen, welche es nicht sind. Für 


läast der Sa 
i k abhängigen Grenze 1 


oberhalb 
ist er stets 


weniger Werte 
kleine Werte vi 
einer gewissen, 
richtig* 

Ist 91 eine in n— k Elementen alternierende Funktion, so ist die 
Ordnung der zugehörigen Gruppe ein Vielfaches von \ (« — fc)l, die 
Anzahl p der Werte dieser Funktion daher höchstens gleich 

A) 2.«(n-l)(»-2) ... (»-£+ 1). 

Ist ip eine Funktion, welche weder alternierend noch symmetrisch in 
n — k Elementen ist, so kann sie entweder in Beziehung auf weniger 
als auf v — k Elemente transitiv sein, oder in Beziehung auf h — x 
(x</i|; nur darf im letzteren Falle #> nicht auch 'symmetrisch oder 
alternierend in den « — x transitiv verbundenen Elementen werden. 

Wir suchen für beide Fülle ein Minimum der Wertezahl von i/> 
und werden dabei zeigen, dass es für hinreichend grosse n grösser 
ist, als das eben gefundene Maximum A) der Wertezahl von ip. 

§ 117. Es sei zuerst i/> nach weniger als n — k Elementen tran- 
sitiv. Dann ist die Ordnung der zugehörigen Gruppe ein Teiler von 

V V V ■•■» wenu *i + *! + *• + ■.■ — "» (*.<*—*). 
Dieses Produkt wird ein Maximum, wenn eins der X so gross als 
möglich, nämlich gleich n — k— 1, ein zweites so gross als möglich, 
nämlich gleich k + 1 angenommen wird. Dabei ist also nur k + 1< n — ft, 
»>2fc-f 1 vorausgesetzt. Das Maximum für die Ordnung der Gruppe 

ist infolgedessen , .,,,, . .,, 

(n — k— 1)1 (ft-f-lj! 

und das Minimum für die Wertezahl von ty 

_ n (n — 1) (» - 


B) 


I ■■■(»-*) 


(»-4-1)1(4 + 1)! 1.2.3 ... (i + 1) 

Man erkennt, dasa dieses Minimum Bl das Maximum A) übertrifft, 
,obald »>I- + 2(i+l)l 

gesetzt wird. Dies ist sonach die Grenze, oberhalb deren im ersten 
falle unser Theorem keine Ausnahme mehr aufweisen kann. 


• C. Jordau: Traue" etc. p. 67. 
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§ 118. Eb sei ferner im zweiten Falle $ nach (w — x), («<*) 
Elementen transitiv, aber nach diesen Elementen weder alternierend 
noch symmetrisch. Die Gruppe G von V ' a t intransitiv; die Substitu- 
tionen derselben sind also Produkte aue je zwei anderen, von denen die 
einen, welche tf L , S , ... heissen mögen, nur die Elemente x l} :t: J , ...£„_, 
transitiv verbinden, während die anderen t,, r S) ... nur die übrigen 
Elemente av— *+i| ■•■ #« enthalten. 

Die Substitutionen der Gruppe G von haben dann die Produkt- 

m fl,T,, fljT a , « 3 t 3 , ..., a a Z a , ..., tfpTjl, ... 

wobei ein und dasselbe ff mit mehreren verschiedenen i verbunden 
vorkommen kann. Es ist ohne Schwierigkeit zu erkennen, dass jedes 
ö gleich oft auftritt, so dass die Ordnung der Gruppe G ein Viel- 
faches der Ordnung der Gruppe <£=[tf t , ö 3 , ...] wird. 

Wir wollen zeigen, dass £ weder alternierend noch symmetrisch 
sein kann, da sonst auch G alternierend oder symmetrisch in (» — x) 
Elementen wäre, was der Voraussetzung nach nicht angeht. Wäre 
£ alternierend, so hätte diese Gruppe die Ordnung ^ (» — «)]; die« 
übertrifft die Maximalzahl k! der Ordnung von T—[z l , r ä , ...] von 
x Elementen, sobald n>2Ä ist. Folglich giebt es in G Substitu- 
tionen ff n r„, tiptp, in denen r =r j( , aber <f u ö ,* ist; demnach auch 
Substitutionen d a T a (0 ? %^)~ 1 = ff„tfi — *, welche nur die Elemente a,, 
X|, ... Zn— r . der ersten Art enthalten. Die Gesamtheit derselben bil- 
det eine ausgezeichnete Untergruppe H von G\ sie ändert sich nicht 
bei Transformationen von G noch auch bei solchen von £, da r„, r^, ... 
gar keinen Einfluss auf H ausüben können. H bildet also auch ein« 
ausgezeichnete Untergruppe der alternierenden Gruppe 2.', d. h. sie taut 
mit ihr zusammen (§ 84). H= £ ist demnach eine Untergruppe »oh 
G, und t/j wird gegen die Annahme in («— x) Elementen alternierend. 

§ 119. Es ist daber das Maximum für die Ordnung der Gruppe 

G gleich dem Produkte aus x\ und der Maximalordnung einer nicht 

alternierenden, transitiven Gruppe von (m — x) Elementen. Diese möge 

R{n — x) heissen. Dann ist das Minimum für die Wertezahl von ifi 

n\ ■ (»-*)! »(» -!) ..■(» -* + !)_ 

J *!«(*-*) R(h-jc) x! 

Wir haben jetzt noch R(n — x), die Maximal Ordnung einer tran- 
sitiven, nicht alternierenden Gruppe von (» — x) Elementen oder 

=-7 — ^4-> die Miuimalzahl für die Werte einer transitiven, nicht alter- 
R (n — x) 

liierenden Funktion von (n — x) Elementen zu bestimmen. 
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Ist diese Funktion der (n — x) Elemente imprimitiv, so zeigt 
der Lehrsatz aus § 72, dass die Minimalzahl folgende wird: 

■ ( w -x)l (»-«)(»-«- 1)^(^ + 

x) 2{[|(«-«)]!"}"» ■"" [4("«-«)]!"" 

8etzen wir dies in C) ein, so erhalten wir als Minimum für die 
Wertezahl von 4> 

n(n-l)...(n-x+l)(n-x)...(~ + l) 

Diese Zahl vergleichen wir mit der Maximalzahl A) und untersuchen, 
! ob über einer gewissen Grenze für n der Wert G\) grösser wird als 
A), d.h. ob man erhält 

n(n— 1) ... (n — x + l).(n--x) ... ( -^ — hl) 
>4.x!^^!n.(n--l) ... (n-i+1). 


n — x 


Bei wachsendem n wird — ~ h 1< w — k + 1 ; es ist also zu beweisen, dass 

(n-h)(n-h- 1) ... (^ + l) >4.x! Z=f\ 

wird. Dies ist ersichtlich, sobald man die rechte Seite unter der 
Form schreibt 

(4.«![*-«]l)-([^] [^-l] ...l*-* + l]). 

XDenn jetzt ist der erste Faktor für wachsende n konstant, und das 
Verhältnis der linken Seite zur zweiten Klammer der rechten Seite hat 
fcur Grenze n + x 

2~ "*. 

§ 120, Ist endlich die Funktion ^ der (n — x) Elemente primitiv, 
fco greifen wir auf den Hilfssatz von § 115 zurück. Es folgt aus ihm, 
«äass die Minimalzahl der Werte von f das Produkt aus allen Prim- 
zahlen wird, welche kleiner als | (n — x) sind. Wir wollen dieses 
Produkt durch ra/ x -, 

bezeichnen. Führen wir es in C) ein, so ergiebt sich 
C ) P \ 2 ( n ~ *)1 n( n-i)...(n-x + l) 

N«tto, Substitationentheorie. » 
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Es muss nun auch hier gezeigt werden, dass für hinlänglich 
grosse n der Wert A) kleiner ist als C 2 ), oder dass 

p pjkp*)J > 2.x!(n-*)(n-*-l) ...(n-*+l) 

wird. Die rechte Seite wird stark vermehrt, wenn wir statt jede« 
n — x — a den ersten Faktor n — x einsetzen. Da k — x derartige Fak- 
toren vorhanden sind, so tritt dann (n — x) k ~* auf; schreiben wirr 

statt ^ — -i also — statt (» — x), so braucht nur bewiesen zu 

werden, dass die Ungleichheit gilt 

P(v)> [2. (f)*-*.x!] v*-*, 
wenn man v wachsen lässt, oder dass 

5g>[2.(-i)*-*.*!] 
wird. 

Dies kann man entweder durch wirkliche Ausführung induktiv 
erkennen, oder auch durch Benutzung des Tchebichef sehen Satzes, 
dass zwischen v und 2v — 2 stets eine Primzahlliegt, falls v 
grösser ist als 3. 

Man hat nämlich auf Grund dieses Theorems 

P(2v)>vP(v), 

(2v)*-* = 2*-*.i/*- x , 
P(2v) P(v) v 


(2v)*— x v k " K 2*-* 

Welchen Wert nun auch immer der erste Quotient auf der rechten 
Seite haben mag, man kann t stets so gross annehmen, dass die 
lkke Seite in P(2<v) p^ ,_^_y 

(2<v) k -* v k -* ' \2*-v 

beliebig gross wird, falls man nur v grösser angenommen hat als 
2*~~*. Damit ist dann also der Beweis unseres Satzes vollständig 
geliefert. 

Natürlich sind die hierbei erlangten unteren Grenzen bei weitem 
zu hoch; in jedem besonderen Falle ist es möglich, dieselben zu ver- 
mindern. Da wir aber bereits die Speziallfälle bis für (> — ^n(n — 1) 
behandelt haben, so ist es nicht angethan, auf diese Untersuchungen 
weiter einzugehen. 
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Kapitel. 
Untersuchung einiger besonderer Arten von Gruppen. 

§ 121. Für unsere Untersuchungen ist es von Wichtigkeit, auf 
lie Resultate von § 48 zurückzugreifen und einige Folgerungen daraus 
■u ziehen* 

Es sei r=f)P .m die Ordnung einer Gruppe G, p eine Primzahl, 
i relativ prim zu p. Wir sahen, dass G eine Gruppe .ff der Oid- 
i«ng p" enthält. J sei die Maximalgruppe aus G, welche mit H ver- 
auschbar ist; ./ enthält i/; seine Ordnung ist daher jf. i, wobei i ein 
heiler von m und also prim zu p ist. 

Ausser den Substitutionen von H enthält J keine, deren 
Ordnung p* wäre. Ist t eine Substitution von J, welche H nicht 
•ögehört, so wird \H, t\ eine Gruppe, deren Ordnung gleich dem 
*rodukte der Ordnung von H und dem Exponenten der niedrigsten 
*otenz von t ist, welche in H vorkommt (§ 37). Da {H, t\ in J 
Hthalten ist, kann dieser Exponent nur ein Teiler von », also die 
►rdnung von /, welche ein Vielfaches des Exponenten ist, keine Po- 
Bnz von p sein. 

1 (niod. p). Wir bilden die zu J gehörige Funk- 
n - Werte derselben, welche unter dem EhiHnsse 


Ea 


= k-- 


ion x Uli< l diejenig« 
oii G entstehen: 


Zu Xsi Xs> 


'(*-& 


y möge aus %, durch Anwendung einer Substitution G y von G her- 
orgehen. Auf die Reihe R) wenden wir alle Substitutionen von H an. 
Slie.be bei allen z.B. % a tuigeändert, so würde H zur Gruppe a a ~ ! Jö u 
on %u gehören. 6„~'J(>„ enthält aber an Substitutionen der Ord- 
.ungeu p* nur diejenigen von cr ö — ' üß„, wie J nur die von H eut- 
-Ült. Es wäre also a a —'ff0„=^ j£ KU setzen-, dies widerspricht den 
Lnnahmen , denn <?„ kommt niclit in J vor i während alle Substitu- 


ioiien, die mit // vertausch bar 


sind, 


i J auftreten sollen. 


Durch die Substitutionen von _ff tritt daher % u mit einigen anderen 
in Verbindung. Die Anzahl 3 . so transitiv verbundenen ist ein 


: Clebach Ann. V". 


132 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der gunzeii Funktionen. 

Teiler der Ordnung von H t also eine Potenz von /). Wir können s< 
tat Zai ■■■ X* i" eme Anzahl von Systemen z u s am menf aasen, i< 
jedes eine Anzahl p> ] von Funktionen enthalt. Folglich ist 

Alle Untergruppen von (j, welche die Ordnung p" habendi 
stehen aus H durch Transformationen mit Substitut™ 
von G. Wir wenden alle Substitutionen einer solchen Gruppe B' 
Ordnung p" auf R) an; die px + 1 Werte dieser Reihe gruppi 
sich dann zu einer neuen Anzahl von Systemen, deren jedes eine 
zahl p°, p 6 , p", ... von Funktionen enthält. Daher ist 

px + A =iJ °+^+^+... 
Diese Gleichung kann nur befriedigt sein, wenn mindestens einer 
Exponenten a, 6, e, ... gleich wird, d. h. wenn ein System nur 
Funktion % enthält, dies sei %$; dann ist H'^ö^HtSp 

H' ist durch p" . i Transformationen aus H ableit 


H' ^a^J-'HJe^ = (.To,)- > i?( Jo>) , 


Denn es ist 

also ist H' durch mindestens p".i Transformationen zu erha 

Wenn ferner H '^ T -x Ht ^= - , Hafi 

ist, so wird __ ,, , „ , , ,, , _, ,. 

Es giebt demnach auch nur p"i Transformationen dieser Art. 

Hiermit ist bewiesen: 

Lehrsata I. Ist G eine Gruppe, deren Ordnung r di 
p", aber durch keine höhere Potenz der Primzahl p tei 
ist, H eine der in G enthaltenen Gruppen der Ordnun| 
J die allgemeinste mit H vertauschbare Untergruppe voi 
deren Ordnung wirp".* nennen, so wird die Ordnung vo 

r=p"i(xp + l). 
Jede Untergruppe H' von G, welche die Ordnung p" bes 
ist eine Transformierte von H. Derartiger Gruppen g 
es xö + 1, und jede ist durch p°i Transformationen aus H 
leitbar. 

§ 122. Wir kamen bei der Besprechung des Isomorphismui 
transitive Gruppen, bei denen Grad- und Ordnungszahlen eini 
gleich waren. Es zeigten sich mehrere interessante Eigensch 
solcher Gruppen. Wir wollen solche Gruppen in den nächsten 
i als Gruppen il bezeichnen. 
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Rechnet mau alle einander einstufig isomorphen transitiven Grup- 
e», bei denen dann also die Ordnungszahlen r denselben Wert haben, zu 
tzier Klasse von Gruppen, so enthält eine jede dieser Klassen einen 
Kid auch nur einen Typus einer Gruppe .'i (§ 90). Die Aufstellung 
11er Typen der Gruppen Ji des Grades und der Ordnung r liefert 
*-innu<-l] die Repräsentanten aller zu r gehörigen Klassen und damit 
bch die Anzahl derselben. Diese Aufstellung ist von Wichtigkeit, da 
Somorphe Gruppen dieselben Faktoren der Zusammensetzung haben 
Kid diese bei der algebraischen Lösung von Gleichungen eine bedeu- 
exide Rolle spielen werden. 

Einen TypiiB können wir ganz allgemein aufstellen. Er wird 
-larch die Potenzen einer Cirkulars Institution gebildet. Wir nennen 
Sne solche Gruppe il ein cyklische Gruppe und jede Funktion von 
t Veränderlichen, welche unter dem Einflüsse einer cyklischen Gruppe 
*es Grades n ungeändert bleibt, eine cyklische Funktion. 

Wir wollen uns jetzt auf die Betrachtung cyklischer Funktionen 
'oni Primzahlgrade p beschränken. Es sei s = (iEj a: 8 . . . :Cp) , o> irgend 
äne primitive p'° Wurzel der Einheit und 

<p - (af, -f. a X, + e 2 a 3 + . . . + ß>*- %)*. 
Dann ist <p eine zur Gruppe (? = [1, s, s a ,...s*'~ 1 ] gehörige cyklische 
Funktion. Denn q> wird unter dem Einflüsse von s° zu 

" = n">'(z; a +, + eax l , +i t + ... + m>'-'z a y 

md bleibt also für G ungeändert. 

Wenn umgekehrt bei unabhängigen x„ für irgend eine Substitu- 

" ion ' 9t* Vi 

ind daher „ .__ 

y<p, = iöPy <P)_ 

■t, bo würde wegen der Unabhängigkeit der x von einander folgen, 
3ass durch I 

Xy+iia* in x, , , rav cn* = 3.' ([ , , t «(*+>' 

Sbergeht, und da tp den Summanden Xp+ 7 +i al*+y enthält, muss für 
«des y 

( y+1 = /3 + y + l; Xt^Xfj+x, &t,—Xp+t, ■■•; **- & 
ein; also gehört q> zu G. 

Es ist ersichtlich, dass für r = u die Gruppen G den einzig mög- 
i che n Typus il liefern. 

% 133, Wir suchen jetzt alle Typen der Gruppen il vom Grade 
_nd der Ordnung p.q, wo p, q Primzahlen sind, die fürs erste von 


sc.+i + a 


t + .., + z a &p-iy 


mein- 
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einander verschieden angenommen sein sollen; /> möge die grösser! 
von beiden sein. 

1) Ein Typus, derjenige einer cyklischen Gruppe, ist uns bereit 
bekannt. Er wird durch das Vorkommen einer Substitution der Ord- 
nung p.q charakterisiert. 

2) Giebt es andere Typen, so kann in diesen keine Substitut« 
der Ordnung ^ii/ vorkommen, weil dies auf 1) zurückführen würde; 
sind also nur die Ordnungen p, q, 1 zu erwarten. Eiue Substitution f 
der Ordnung p ist sicher vorhanden; sie und ihre Potenzen bilden 
Sl eine Untergruppe H der Ordnung p ; gäbe es noch andere derartigt i 
Untergruppen H\ so würde die Anzahl derselben xp-\-l sein, 
x>0 wäre; alle diese hätten eine und nur eine Substitution gerai 
sam, nämlich die Einheit; folglich enthielten sie zusammen 

(i>-i)0* + i) + i-j.[(ji-i)*-U>f.» 

Substitutionen; das geht nicht an, also ist x^O. Nun liefert E 
p Substitutionen; die übrigen sind sämtlich von der Ordnung q\ ib« 

AmaU '"' rt-r-lt- Ott 

also giebt es p Untergruppen der Ordnung q, und nach dem Lehr- 
sätze I) muss demnach 

p — ql+1, *=^— ^, 
3 

also g ein Teiler von » — 1 sein. Nur in diesem Falle sind neu* 
Typen il möglich. 

3) Alle Substitutionen der Ordnung q müssen die Gruppe H der 
Ordnung p in sich selbst transformieren. Dies kann so geschehen, dsss 
eine Substitution I der Ordnung q dabei eine Substitution s der Ord- 
nung p in sich selbst umwandelt. Es sei diese letztere 

s — C*! 1 *» 1 . . ■ Xp 1 ) (as/ar,*. . . x^) . . . (V^V- - ■ V)- 
Nun dürfen in keinem Cyklus von t «wei Elemente mit gleichem 
oberen Index vorkommen. Denn eine passende Potenz von £ würde 
diese aufeinander folgen lassen, und diese Potenz gäbe durch Multipli- 
kation mit einer Poteuz von s eine Substitution, welche, ohne dasB 
sie sich auf die Einheit reduzierte, weniger aisp.q Elemente enthielte. 
Wir. können folglich einen der Cyklen von * gleich 

setzen, was ja stets durch geeignete Bezeichnung der Ele. 
der unteren Indices zu erreichen ist. Dann erkennt man s 
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i t auf 


st^s 


# a ° folgen lässt x^ 1 , auf x s " ebenso ar 9 + I , ..., 
a dass wir erhalten, wenn die oberen Judices mod. q reduziert werden, 

*=(VVV---V)(VV---^')---(VV'--V) ) 
st = (x^xf. . . Xg'l aSg+l^+g 1 . . .3^"« l *+ 1 . .,)... 
[ier muss jeder obere dem unteren Iedex mod. q kongruent, also auch 

p - -n (mod. q) 
*in, und damit der Cyklus mit dem Elemente x p " sich schliesst, 
,ÜS!te K+l-JJ+l-l (mod. S ) 

ein, was nicht niiJglich iat. .it enthält also alle p.q Elemente in 
inem Cyklus. Wir kommen daher bei der Annahme t~ l st = s zum 
'ypus 1) der cyklischen Gruppen zurück. 

4) Alle Substitutionen der Ordnimg q müssen die Gruppe H der 
Irdnung p in sich selbst transformieren. Dies kann zweitens so ge- 
stehen, dass eine Substitution I der Ordnung q dabei eine Substitu- 
on 8 der Ordnung p in s" transformiert. Es sei 

S = (x^x^ 1 . t.Xj,') (x 1 i x^. . .a:/) . . . (#, J # a *. . .a»*)- 
Wir können aus denselben Gründen wie oben einen Cyklus von t 
ieich (rVW— V) 

stzen. Dann erkennt man aus 
ws i auf t-tst-s», 

x^ 6 folgen lässt a' n+1 *+ 1 , auf .i' g * ebenso *j +i*"'" 1 , 
auf rto+i* ebenso x oa +t bJrl , ..., 
dass wir erhalten 

( = (W- ■ • V) ■ ■ ■ (*«.+i**d«+i'««*+i*. . ■ #•<*— +i'- ■ •) ■ ■ ■ 
»II der angedeutete Cyklus mit jenem letzten Gliede x aa t-i+i q ge- 
flossen sein, ao ist 

bo*+ 1 =« + 1 (mod.£»), aJ=l (mod.j)) 

etzen. Hieraus ersehen wir zuerst, dass q ein Teiler von p — 1 

was wir schon oben fanden; ferner, dass a zum Exponenten q ge- 

ren muss und dass es also f?— 1 Werte a,, o s ,...a,-i für a giebt; 

dlich, dass alle diese den Potenzen eines beliebigen unter ihnen 

>d. p kongruent sind. Aus t~ 1 st~=s a folgt 

*— *«** — s"*, t~ a st i ^s a ', ...; 
b also die Umwandlung von s dureh Transformation mit ( in 
le beliebige Potenz mit dem Exponenten ai vor, so giebt es auch 
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Substitutionen , welche s in die Potenz n n n^, ... a, t — i vod s 
dein. Demnach wird die Wahl von a-,_ ohne EinHuss auf den Typus 
der Gruppe sein, und es giebt, wenn überhaupt einen, so auch 
einen Typus, der aus .s und t gebildet ist. 

Die Potenzen von t, nämlich '', t\~...t?~ ', liefern (9 — 1) 
schiedene Substitutionen der Ordnung 7; ferner werden die (q — 1) ersten 
Potenzen aller 

«-»+'.«.*'-'-(j*V-"V>~ (/>-2,S,— *) 
in Sl vorkommen. Dies giebt zusammen p-(q— i) Substitutionen der ■ 
Ordnung q; die Gruppe H der Ordnung p enthält p Substitutionen 
und so hat man wirklich alle p.q Substitutionen, unter denen keine 
von der Ordnung p . q ist. 

Hier haben wir also einen neuen Typus erlangt. 

$ 124. Endlieh sind noch alle Typen der Gruppen il vom Grade 
p 2 aufzusuchen. 

1) Ein Typus, derjenige der cyklischen Gruppe, ist uns bereite 
bekannt. Er wird durch das Vorkommen einer Substitution der Ord- 
nung jj* charakterisiert. 

2) Giebt es andere Typen, so kann in diesen keine Substitution 
der Ordnung p- vorkommen; es sind folglich nurp*— 1 Substitution«) 
der Ordnung ^1 und eine der Ordnung 1 zuzulassen. Es sei s eine 
der Substitutionen von fl, t eine andere, nicht als Potenz von s dar- 
stellbare, dann wird il durch s und t bestimmt sein. Denn, da erst 
die p te Potenz von ( durch ,s auadrückbar ist, so sind alle 

s»ft (a = 0, l,...j> — 1; 6 — 0, l,...j» — 1) 

von einander verschieden; folglieh ist 

&— [#*./*] 0,0 = 0, l,...p-l), 

und man hat die B ezi eh ungs reihe 

S) ta—afiit!», *»« = «**(•», ... t*—'* = s d >>->t'p-<. 

Werden zwei der Exponenten d einander gleich, so ersieht 

m """" iH-tf, *.-*t' («-|4, .+.-), 

dass 

{t«s)-K(t»s) = s-H°s = (s 6 f)- i {sn<) = t?. 

Da man statt t c auch ■■' setzen kann, so folgt, dass es in il ein l 
giebt, welches, durch s transformiert, sich in eine Potenz (' 
umwandelt. 
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Dasselbe findet statt, wenn in der Reihe S) alle Exponenten 

von einander verschieden sind; denn einer von ihnen wird dann 

;leich 1 werden, da keiner gleich Null sein kann, und aus 

fs = st' folgt tr~ l t a s = f. 

3) Wir können also voraussetzen, dass eine Substitution 

(— (tf/V x p e )(x 1 a ie t *.. .sc/)...(xfx t '>. .. V 1 ) 

.urch die Transformation mit > in eine Potenz C übergeführt wird. 
>en ersten Cyklus von & dürfen wir setzen, wie dies schon im vorigen 
-"aragraphen geschah, (x i x*x* x?} 

jet i) = 1 , so ergiebt sich 

s — (x^x*. . . -V) (a'ä'^g*- ■ ■ -^V) ■ • • OV^/A • ■ V) ■ 

st* — (x^x^x^. , .) (x^xfx^ .,.).,, 


Man erhalt also diep + 1 Substitutionen 

s, t, st, st*, ... 8»- x , 
leren (j>— 1) erste Potenzen nebst der identischen Substitution 1 die 
Gruppe ß vollständig bestimmen. 
4) Es könnte endlich 

g-Hs— P (ail) 
Dann wäre 

s = (j;, 1 ^ 3 . . .o^p) (^ 1 J; a+ , a 3;„, +1 :i . .. i oP _ , +1 I'x p +1 1 . ..)... ; 
damit der zweite Cyklus nach den ersten p Elementen sieh schliesst, 
mQ B s sein aP+l 2j aJ1 _ 1 ( mod _ p j. 

das ist aber für a ' 1 unmöglich. 

Stellen wir die bisherigen Resultate zusammen, ho folgt: 
Lehrsatz EL Es giebt drei Typen von Gruppen 11, deren 
Grad und Ordnung gleich dem Produkte zweier Primzahlen 
ist; der eine Typns ist derjenige der cyblisehen Gruppen. 

§ 125. Wir betrachten jetzt eine andere Kategorie von Gruppen, 
solche nämlich, deren Substitutionen entweder kein oder nur ein 
oder alle Elemente ungeändert lassen. Den Grad der Gruppen neh- 
men wir gleich der Primzahl p. 

Dann ist jede vorkommende Substitution regulär; denn 
enthielte sie nicht in allen ihren Cyklen gleich viele Elemente, so 
würden in einer geeigneten Potenz zwei oder mehrere Elemente zum 
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mii der ganzen Funktionen, 


Wegfall gebracht werden können, ohne dass die Potenz gleich dir 
Einheit würde. 

Die Substitutionen, welche alle Elemente umsetzen, sind 
cyklisch; denn p ist eine Primzahl. Daraus folgt weiter: Die Grup- 
pen sind transitiv; ferner nach § 90: die Anzahl der Substitu- 
tionen, welche alle Elemente umsetzen, ist gleich p — 1. Wir 
können also s-=(x x*x x) 

nebst den ersten p — 1 Potenzen als in den gesuchten Gruppen vor- 
kommend annehmen. 

Es handelt sich daher nur um die Bestimmung derjenigen Sub- 
stitutionen, welche p — 1 Elemente umsetzen. Es sei t irgend eine 
unter ihnen und f— 1 st 

die Transformierte von s durch (; da diese der ursprünglichen Sub- 
stitution ähnlich ist und also, wie diese, alle p Elemente enthält, so 
wird es eine Potenz von s 

f-i s i = s m = (x 1 x l+m x 1+[ 
hier muss natürlich statt eines jeden Index sein kleinster positiver Eaii 
mod.p genommen werden. Da es lediglich von der Benennung ab- 
hängt, welches der Elemente von t nicht umgesetzt wird, so konnes 
wir annehmen, es sei x,. Dann wird 

*= {x t X m+i X m i^. 1 X m >J r i ...)... (x a+i x am+ ,x am * + i . . .) 

Es möge nun g eine primitive Wurzel (mod._p) sein, dann sind 
alle Reste der ersten (p—1) Potenzen von g 

G) 1 |* , *? , f*«J 1 '~*iJ*^ lss l (™ od -i>) 

von einander verschieden, und wir können daher setzen 

Dk^rngP (inod.p). 
Wir bezeichnen nun ( durch t^ dann erkennt man, dass t,, aus jt Cjt 
len von je — — Elementen besteht; denn jeder der Cyklen von % 
schliesst sich, sobald 

(UM' + 1 - 'ffl+l, , , , 

m>-=g»>=l ( awA *) 

p—1 

wird ; dies geschieht erst bei =• ■ * 

Besteht ferner eine Substitution t v , welche . 
uud welche ein jedes Element x a +y durch X a , f r +I 
tftf jede« Xa+i dllIch Xa ^ + ^ v+1 . 


, ungeändert lässt, I 
reetzt dann e 
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3eBtimmen wir jetzt «, ß so, dass tt(t-\-ßv dem kleinsten gemeiu- 
lamen Teiler a von p, v (mod.j>) kongruent wird, so erhalten wir 

wobei dann t,, und t, Potenzen von t a werden. So kann man fort- 
fahren, bis alle Substitutionen, welche z 1 ungeändert lassen, als Po- 
lenzen einer unter ihnen t B und zwar derjenigen dargestellt sind, bei 
welcher g" die niedrigste in der Reihe G) vorkommende Potenz ist, 
welcher eine Substitution t entspricht. 
p — 1 
Mit t„ kommen alle Potenzen von t„ in unserer Gruppe vor. 

Dieselbe ist durch s und t„ bestimmt und enthält nach § 62 
3nbstitutionen. « kann unter den Teilern von ^i — 1 willkürlich ge- 
wählt werden. 

§ 126. Um eine zu der eben konstruierteil Gruppe gehörige Funk- 
tion aufzustellen, bilden wir zuerst die zu ;> gehörige cyklische Funktion 

*i = (a'i + ax t + atx s +... + a> > ~ 1 x p y, 

in der w eine primitive p"> Einheitswurzel bedeutet. Auf i/>, wenden 

wir die Potenzen von („ an und erhalten 

^-fo + oay+i +o"^!,"+i +... + W- l -r.<„_i),"+i) F 
+s — (*i + o V+i+ «***.,*"+' + - ■ ■ + v-'^p-vi^+iY 

ille ty gehören als cyklische Funktionen zu der aus s gebildeten 
Gruppe; für die Substitution t„ und deren Potenzen gehen sie in ein- 
■öder über; jede symmetrische Funktion von 
ij) Si $ . . . typ—t 

ird also für alle Substitutionen der Form s^fe* ungeändert bleiben; 
ahlt man unter Einführung einer unbestimmten Grösse ty 
■<&„ - (* - *,) (jf, - tyj . . . (ty - typ-,), 

i wird W e umgekehrt auch aur für diese Substitutionen seinen Wert 
Gibehalten. ¥"„ gehört also zur oben gefundenen Gruppe. 

$ 127. Setzen wir *— 1, bo wird die Ürdnuug der Gruppe 
(p— 1). Es nimmt i die Form an 

t Gruppe wird also zweifach transitiv. Wir nennen sie die nieta- 
rklische Gruppe und die zugehörige Funktion *P\ eine meta- 
klische Funktion. 
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Setzen wir = 2, so wird die Ordnung der Gruppe p^—^-- Es 
nimmt / die Form an 

Die um 1 verminderten Indiees in der ersten Klammer sind die qua- 
dratischen Reiste mod.ji; a ist ein beliebiger ejuadratischer Nichtrest 
mod.j) Diese Gruppe beisst die halb-inetaeykliBche Gruppe und 
eine zugehörige Funktion W T eine halb-metacyklische Funktion.* 

§ 128. Wir können alle Substitutionen der Gruppen ii vom Prim- 
zahlgrade p, und ebenso diejenigen der in den letzten beiden Para- 
graphen behandelten Gruppen in einfacher Weise durch die Angabe 
der Indice sänderungen von x [; &$, .. . x p darstellen. Die Substitutionen 
von £1 sind dann durch 

S H = |s * + « (mod.j>) («E = 0, 1, 2,...jJ — i) 
bestimmt; wir verstehen das Symbol, welches soeben eingeführt wurde, 
so, dass in der Substitution s„ jedes Element x, durch x x + a zu er- 
setzen, und statt e + a sein kleinster nicht negativer Rest (motLp) 
einzuführen ist. 

Die in den vorigen Paragraphen behandelten Gruppen enthalten 
dann erstens alle Substitutionen s„, ferner aber auch, wenn wir da- 
selbst alle Indiees um 1 vermindert denken, diejenigen Substitutionen, 
bei denen jedes Index mit demselben Faktor multipliziert wird, also 
für z = 0, 1,2,. ..p~l, 

In dem Ausdrucke der Substitutionen 

f_|« ßz+a\ (mod.p) (b— 0, 1,...J>-1; ß - 1, 2,. . .p- 1) 
Rind alle Substitutionen s a , a^ und deren Kombinationen enthalten. Da 

\, ß* + e .|< ft< + «,|_|« /Jft. + a^ + o 
ist, so folgt, daas die ( eine Gruppe des Grades p und der Ordnung 
ji (ji — 1) bilden; diese Gruppe stimmt daher mit der von uns in § 127 
behandelten überein. 

Setzt man fest, dass für ß nur die Werte 


genommen werden sollen, so wird ßß t wieder zu derselben Reihe ge- 
hören, und man erhält die Gruppe des Grades p und der Ordnung 

»— 1 
p 1 welche oben besprochen wurde. 

* L.Kronecker; vergl. F. Klein: Clebsch Ann. SV, 268. 
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$ 129. Die Betrachtung der liiiearen gebrochenen Substitu- 
tionen (mod.p) führt uns zu Gruppen des Grades p+l und der Ord- 
nung (jt> + l)i*(P~ '-)* ^ e zu behandelnden Substitutionen haben die 
Form „ „ , o , 

dabei soll z die Werte 0, 1, '2, ... /» — l, oo annehmen; die Elemente 
der Gruppe sind daher it 0) x lt x a , ... x,,_i, £„,. Durch die Werte «, 
ß, y, S wird u bestimmt, aber umgekehrt kann ein n durch verschie- 
dene Annahmen von a, ß, y, d gegeben werden; um dies zu vermei- 
den oder einzuschränken, benutzen wir die Differenz 

D) 'i-flr, 

die Determinante von '(. Ist sie positiv, so dividieren wir Zähler 
und Nenner von - *. durch Yaö — ßy, ist sie negativ durch Yßy—aÖ; 

dadurch erreicbeu wir es, dass für die neuen Koefiicienten die Glei- 
chung 

D') aS-ßyr +\ (mod.p) 

besteht. Wäre nun für verschiedene Systeme «, (S, y, rf, respektiv 

az + ß M + A , j N 

— f» — , * ( mod - P)i 
yz + Ö y^ + Öi v * n 

ao würde aus 2=»0, 2=-eo, a = > «=— - folgen, dass entweder 

a y 

oder a - a * * (mod./j) 

«i=— «, ßi=-ß> ?^--y, ö 1 =-(J 

sein muss. Nehmen wir den Spielraum für k, ß. j", ä von bis p — 
so können und werden je zwei verschiedene Systeme der Koefficienten 
die gleiche Substitution u geben. 

Durch D') ist angenommen, dass ad — ßy von Null verschieden 
sei; diese Einschränkung ist notwendig, denn unser Symbol kann nur 
dann eine Substitution darstellen, wenn für verschiedene e nicht 

m+l m „>,+ß 

yz + d j ye l + d 
sein kann. Das wird durch die Annahme aö = ßy verhindert. 

Ein Index z der Substitution u kann nur dann ungeändert bleiben, 
wenn 

E) yz i + (ä-a)z-ß=0 (mod.q) 
ieL Dementsprechend giebt es vier Arten von Substitutionen i 




, r„ *> 



I 


ktionen. I 
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a) Bei der ersten sind beide Wurzeln von E) imaginär; dies ge- 
schieht, falls 

fefc 


t^Wl (wenn aä-ßy = ±l ist) 


quadratischer Nichtrest (mod. q) ist. Die Substitution setzt danu alle 
Elemente x , x lf x t , ... x p — i, x& um. 

b) Bei der zweiten Art von Substitutionen fallen beide Wurzela 
von E) zusammen. Dies geschieht, falls 

i~- )q=l=0 (mod.p) (wenn aä-ßy = ±l ist) 

wird. Die Substitution lässt dann ein Element ungeändert. 

c) Bei der dritten Art von Substitutionen sind beide Wurzeln 
von E) reell und von einander verschieden. Dies geschieht, falls 


m- 




nur di 


^1 (wenn ad — ßy -±\ ist) 

(mod. p) quadratischer Rest ist. Die Substitution lässt, dann zwei Eie 
meute ungeändert. 

d) Bei der vierten Art von Substitutionen ist die Gleichung Ei 
identisch erfüllt. Dies geschieht, falls 

y^Q, ß = 0, a^Ö (mod.p) 
wird. Die Substitution lässt dann alle Elemente ungeändert. . 

Endlich bemerken wir noch, dass 

in I b ^+^ ' I . " i'+A _ i « (""i+PrO' + O'ft + W 
; I yz+s i ri»+*i\ \ (y«i + 8rd*+(yßi+t*o- 

N) (a3~ßy){a 1 # 1 -ß 1 y l )=(*a l + ßy l )(yß 1 + 3d l ) 
-(fißt + ßä^iy^+yÖ,-) 
ist. Jetzt sammeln wir die erhaltenen Resultate: 

Wir wählen « nicht - (mod. p), ß und y beliebig; dann giebt eaiu 
jedem der so erhaltenen (j> — 1) p* Systeme zwei Lösungen von D 1 ), 
von denen aber je zwei nur eine Substitution u geben; also erhält 
man p B — p s Substitutionen. Wir wählen tc = -0 (mod.p.), 6 beliebig; 
dann muss wegen D') ß im Bereiche 1, 2, ...p— 1 gewählt werden 
und zu jedem der so erlangten Systeme a, Ä, ß giebt es gemäss D') 
zwei Werte von y. Aber auch hier liefern je zwei Lösungen nur ein 
m; also erhält man p(p— l) Substitutionen. Zusammen hat man dem- 
nach p B — p = (ji + 1) p (p — 1) gebrochene lineare Substitutionen. Diese 
bilden wegen M) eine Gruppe. Greift man aus allen Substitutionen 
nur diejenigen heraus, welche dem oberen Zeichen in D') entsprechen, 
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, (i> + i)pQ-l) 


»o erhalt man 


Substitutionen w. Dieae bilden wegen 
heisst „die Gruppe der Modular^ 


2 

M), N) auch eine Gruppe; 
^leichungen für j>".* 

Die Gruppen enthalten nur Substitutionen, welche alle p -f- 1 , oder 
3, oder p— 1, oder überhaupt kein Element umsetzen. Die Substitu- 
Izionen, welche ein Element ungeändert lassen, bilden eine zweifach 
transitive Gruppe. 

Lehrsatz III Die linearen gebrochenen Substitutionen 
^mod. p) bilden eine Gruppe des Grades p-\-i und der Ord- 
nung (p+ i) p (p— 1); diejenigen unter ihnen, deren Deter- 
minante quadratischer Rest (mod. p) ist, bilden eine Unter- 
gruppe der Ordnung ^ '-—- -- -j die Gruppe der Modular- 

gleichungen für p. Läast eine Substitution dieser Gruppen 
mehr als zwei Elenaente ungeändert, so reduziert sie sich 
»nf die Einheit. Die erstere der beiden Gruppen ist drei- 
fach transitiv. 

§ 130. Wir geben endlich noch die Konstruktion einer Funktion, 
die zu der Gruppe der linearen gebrochenen Substitutionen gehört. 
Tfir bilden zunächst nach den Angaben von § 126 eine Funktion '^ 
der p Veränderlichen x , x lt ... a^—i, welche für die Gruppe aller 

t=|s ße + a\ (mod.j).) (« = 0, 1, ...p— 1; ß = l, 2, ... p-X) 
*ad nur für sie ungeändert bleibt. Diese Gruppe ist. eine Untergruppe 
der Gruppe der gebrochenen linearen Substitutionen, aus der sie durch 
y-=0 hervorgeht. Die Anzahl der Werte von 'i r [ , welche durch die 
«hervorgerufen werden, ist gleich (p+1); es mögen diese Werte 

sein, 80 dass die Reihe der W a unter dem Einflüsse dieser Gruppe der 
gebrochenen linearen Substitutionen sich bis auf ihre Folge reprodu- 
ziert. Versteht man daher unter 'P' eine unbestimmte Grösse und 

oildet 

&*-(¥- V,) (W- V t ) ... (*F- ^+1), 

so wird diese Funktion zur Gruppe gehören. 


$ 131. Wir wollen uns jetzt noch mit solchen Gruppen beschäf- 
tigen, deren Substitutionen unter einander vertauschbar sind. 

* Vergl.J.Gierster; Clebsch Aon. IS, p. 31». 
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e der Substitutionen und der ganzen E^mUnnHU, 


Doch können wir hierbei eine allgemeinere. Behandlung einl 
lassen, welche die erlangten Resultate vielfach verwendbar macht* 

Es seien 0', 0", 0"', ... Elemente in endlicher Anzahl und so be- 
schaffen, dass sich aus je zweien derselben mittels eines bestimmt« i-: 
Verfahrens ein drittes ableiten läisst. Demnach soll, wenn das Resultat 
dieses Verfahrens durch /' angedeutet wird, für zwei beliebige £16 LI 
menfce 0', 6", welche auch mit einander identisch sein können, ein f" 
existieren, welches gleich /'{0', 0") ist. Überdies soll 

/■(«', W\0"T)-W[»',»"], »"'), 

und aber, sobald 0" und ft'" von einander verschieden sind, auch ' A 

IW, 6") 4-/(9', 8'») 
sein. Dies vorausgesetzt, kann die mit /'(ö', Ö") angedeutete Open- - 
tion durch die Multiplikation der Elemente 9', 0" ersetzt werden, 
man dabei an Stelle der vollkommenen Gleichheit eine blosse Äqui- 
valenz einfuhrt. Macht man von dem üblichen ÄquivalenzzeicheE 
i>j Gebrauch, so wird hiernach die Äquivalenz 

d'H"^d'" 

durch die Gleichung 

f(B',e")-B m 

deüniert. Da die Anzahl der Elemente B, welche mit n bezeichnet 
werden möge, als endlich vorausgesetzt ist, so haben dieselben 


I) Unter den verschiedenen Potenzen eines Elementes giebt es 
stets solche, die der Einheit äquivalent sind. Die Exponenten aller 
dieser Potenzen sind ganze Vielfache eines derselben, zu welchem du 
betreffende 6 gehört. 

U) Gehört irgend ein B zum Exponenten v, so gehören auch m 
jedem Teiler von v gewisse Elemente 0. 

III) Wenn die beiden Exponenten p und ff, zu denen respettrn 
die Elemente 6" und B" gehören, relative Primzahlen sind, so gehört 
das Produkt 0'6" zum Exponenten pff. 

IV) Ist «! die kleinste Zahl, welche die sämtlichen Exponenten 
als Teiler enthält, zu denen die « Elemente gehören, so giebt es 
auch Elemente, welche zu n t selbst gehören. 

Der hier mit w, bezeichnete Exponent ist der grösste von allen, 
zn denen die verschiedenen Elemente gehören; zugleich ist n s ein 

* L. Kronecker: Monataber. d. Akad. d. Wisaensch. z. Berlin Dezeiob. 1811 
p. 831. Paa Nachfolge nde ist dieser Abhandlung grosaenteila wörtlich enl 
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ganzes Vielfaches von jedem dieser Exponenten, und es findet dem- 
nach für jedes beliebige die Äquivalenz 0"' -v. 1 statt. 

§ 132. Gehört 0, zum Exponenten «,, so lässt sich der Begriff 
ler Äquivalenz dahin erweitern, dass zwei Elemente 0' und 0" als 
^relativ äquivalent" angesehen werden, wenn für irgend eine ganze 
Zahl fc e , e ^ e „ 

ißt. Das Äquivalenzzeichen t^> bleibe für den früheren engeren Begriff 
der Äquivalenz reserviert. Sondert man nun aus sämtlichen Elementen 
O ein vollständiges System solcher aus, die untereinander nicht relaliv 
Äquivalent sind, so genügt auch dieses den für das System sämtlicher 
Elemente oben aufgestellten Bedingungen und besitzt daher auch 
alle daraus abgeleiteten Eigenschaften. Es existiert also namentlich 
eine der Zahl «, entsprechende Zahl « () welche so beschallen ist, dass 
die n, u Potenz eines jeden dieses neuen Systems relativ äquivalent 
Eins, d.h. ^0,* ist, und es existieren ferner Elemente 0„, für welche 
l*eine niedrigere als die n a te Potenz relativ äquivalent der Einheit wird. 
Da für jedes Element die Äquivalenz 0"';>j1 stattfindet, und also 
a fortiori 6"' auch relativ äquivalent Eins ist, so muss nach I) die 
gleich Mg oder ein Vielfaches von m, sein. Ist nun 

I erhebt man die Ausdrücke auf beiden Seiten zur Potenz --» so 

k . - "* 

, wenn — =m gesetzt wird, die Äquivalenz 

0!""*' ~ 1 , 

Icher, da 0, zum Exponenten n l gehört, unmittelbar folgt, dass 
und also k ein Vielfaches von n t sein muss. Es giebt dem- 
nach ein Element 0*,, definiert durch die Äquivalenz 

s 0r~Ö„ oder fl,^Mi" ,_ ", 

dessen nj-' Potenz nicht nur relativ, d. h. im weiteren Sinne, sondern 
such im engeren Sinne der Einheit äquivalent ist, und welches (im 
zweifachen Sinne des Wertes) zum Exponenten ti t gehört, da ja die 
Gleichung besteht 

tV* ^ 0,/"0, """-""" ^ Ö,*«,---"- ^ 0,"'"' ^ 1. 
Indem man nunmehr je zwei Elemente 0', 0" als relativ äquivalent 
ansieht, für welche: fl'flnö* t\" 

ist, gelangt man zu einem dem Elemente 0., entsprechenden a , wel- 
ches zum Exponenten % gehört, der gleich k„ oder ein Teiler von n„ 


I 
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ist u. b. f., und man erhält auf diese Weise ein Fund amental System 
von Elementen 0,, 6 a , 9 , ..., welches die Eigenschaft hat, dass der 
Ausdruck 9 1 .,fl,M),>.... (*,-l,2,...„,) 

im Sinne der Äquivalenz sämtliche Elemente und zwar jedes 
ein mal darstellt. Dabei sind die Zahler «, , n SJ ff s , ..., zu denen 
respektive n 2 , 3 , ... gehören, so beschaffen, dass jede derselben 
dureh die folgende teilbar oder ihr gleich ist; das Produkt w, .«,.n 3 ... 
ist gleich der mit n bezeichneten Anzahl sämtlicher Elemente 0, nmi 
diese Zahl w enthält demnach keine anderen Primfaktoren als die- 
jenigen, welche bereits in der ersten Zahl tij enthalten sind. 

g 133. In unserem Falle müssen die Elemente durch Substi- 
tutionen ersetzt werden, die mit einander vertausebbar sind, n, die 
Anzahl der Elemente 6, geht in die Ordnung r der Gruppe über. 

Wir haben demnach: 

Lehrsatz IV. Sind die Substitutionen einer Gruppe unter- 
einander vertauschbar, so giebt es ein Fundamentalsystem 
von Substitutionen 8,, s a , s 9 , ..., welches die Eigenschaft be- 
sitzt, dass der Ausdruck 

V'V'V'--- (*r— t, 2,...r,-) 
sämtliche Substitutionen der Gruppe und zwar jede nur ein 
mal darstellt. Dabei sind die Zahlen »*,, »* a , r s , ... die Ord- 
nungen von s n s a , s 3 , ... und so beschaffen, dass jede derselben 
durch die folgende teilbar oder ihr gleich ist; das Produkt 
dieser Ordnungen *",i- g r 3 ... ist gleich der Ordnung r der Gruppi 

Die Zahl r, ist als die Maximalzahl unter den Ordnungen be- 
stimmt. Die Substitution s, dagegen nicht; es könnte auch ein 
welches zu i\ gehört, an ihre Stelle treten. Je nachdem man dann 
von s t oder von s', ausgeht, könnten sich auch die Werti 
ändern. Wir werden zeigen, dass dies nicht der Fall ist. 

Alle Substitutionen < 4 

mit festen Indices bilden eine Untergruppe. Dies ist eine 
nete Untergruppe; denn es ist 

(%'4*V ■ 0" 1 WV- - ■ (%VV- • ■) = s«"*/V- ■ vi 
da alle Substitutionen unter einander vertauschbar sind, 
nun die Gruppen a i, c i c c 
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... die Faktoren der Zusammensetzung; 


»uf, so werden die r lt 

sie sind also konstant. 

Lehrsatz V. Die 

Wahlen r.. r % , r s , ... 


in der obigen Darstellung auftretenden 
ind für die Gruppe invariant. 


Achtes Kapitel. 

Analytische Darstellung der Substitutionen. 

Die lineare Gruppe. 

\ 134. Wir kamen im letzten Kapitel zu einer neuen, vierten 
llung der Substitutionen, weiche darin bestand, dass der ana- 
lytische Ausdruck angegeben wurde, demgemäss jeder index der Reihe 
**n x »t j 3j ■*■ durch die Substitution umgewandelt wird. Geht näm- 
lich der Index e in x, durch die Substitution in tp(z), d.h. x, in x^(,} 
Über, so ist die Substitution s durch die Schreibweise 

5- 1 »(«) 

■Vollkommen bestimmt. Für <p(s) darf natürlich 
genommen werden; es niuss nämlich die Reihe 

*u x t-> a 'ai ■•■ - r « m Bfyim x <p(*)i flVte) 
■derart übergehen, dass die Indices ip(l), <p(2), .. 
Keiheufolge mit 1, 2, 3, ... « übereinstimmen, 
gegebene Substitution in die verlangte Form umgesetzt werden. Denn 
wenn , , , , , . 

»W-H, 9>(2)-'., ... »(»)-•. 

gefordert wird, so konstruieren wir, der Lagrange 'sehen Interpolatious- 
fonnel gemäss, für 

die Funktion, welche den Bedingimgen genügt, in der Form 

' F« (•- 1) + ' ! F T W (.-2) + "■ + - F'(z) («-») 
Sie steigt in 2 bis zum Grade n— 1. Es ist klar, dass man der For- 
derung durch unendlich viele Formen für qj(e) genügen kann. 

§ 135. Ist n eiue Primzahl p, so kann mau einerseits eine Er- 
weiterung dadurch eintreten lassen, dass man die Indices 1, 2, 3, ... p 
durch ein beliebiges vollständiges Restsystem (_niod. p) ersetzt denkt, 
also auch Indices zulässt, welche den Wert p überschreiten; andrerseits 


licht jede Funktion 


<p(n) bis auf die 
kann jede 


P(»)" 
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kann man jede Form von <p(z) ohne Schwierigkeit bis auf den Grad 
p — 1 erniedrigen, da ja 2? — z (moA.p) für alle Werte 0, 1, 2, 
p — 1 von z gilt 

Speziell wird F(z) = e p —s werden und F'(z) pz"— 1 — 1=- 
In diesem Falle n — p kann man durch das folgende Theorem 
Funktionen <p(z) charakterisieren, welche geeignet sind, eine Substi- 
tution analytisch auszudrücken, bei denen demnach die Werte ip(0), 
9>(1)> •■■ <p(p— 1) ein vollständiges Restsystem ausmachen. 

Lehrsatz I. Damit \e 90(2)] eine Substitution von p 
menten ausdrücke, ist es notwendig und hinreichend, dasi 
<p(z) und seine p — 2 ersten Potenzen sieh auf den p — 2 1 ™ Grad 
reduzieren, nachdem man sie mittels z" 7 —z auf den p — l^Grad 
gebracht und alle Vielfachen von p unterdrückt hat.* 

Es sei 9 {i)-J 9 + J i0 +Jif+ mm . + J r _ tt r-t 
eine beliebige ganze Funktion mod.p. Wir bilden 

[.9 (*)] m - A tn ° + A im} * + A im> * 2 + ■■■ + Ä P _^W- l (mod. p) 
und erhalten, da für ein jedes «<j5— 1 

0"+ 1"+ 2« + -. - + (p~ iy = (mod.p) 
ist, den Wert der Summe 

s) [ 9 >{o)r+[-p(i)] n '+... + [9'(j>-i)]'"=(p-i)^- l ( '»> 

— — _4j,_l ( '" , (mod. p). 

Wenn nun <p(z) zur Darstellung einer Substitution geeignet ist, 
so dass (p(0), ip(l), ... <p(p — 1) ein vollständiges Restsystem (moA?) 
ergeben, dann können wir schliessen, dass für m<_p— 1 

Ap—i 1 ^ — (mod.p) 
wird. Dies beweist die Notwendigkeit der aufgestellten Bedingung. 

Wenn umgekehrt diese letzte Gleichung für eine gewisse Funk- 
tion <ja(s) erfüllt ist, so ergiebt sich auB der Richtigkeit von S) für 
»•=1,2,,.. (j> — 2) mittels der Formeln BJ aus § 4 

[e-<p(Q)}l3-<p(i)]...[g-ip(p-l)] = 8*-ae (mod.p). 
Da hieraus folgt, dass die Wurzeln von 2 P — «2--0 ganze Zahlen sind, 
so gilt für jede Wurzel die andere Kongruenz z p — 2 — 0, also gili 
auch für jede (k — 1)2^0. Diese Kongruenz ersten Grades mu 
p Werte cp(0), ..., (p(p — 1) befriedigt sein. Wäre a nicht gleich 1, 
so wären die Wurzeln gleich Null und die Kongruenz (p — 2) ton Grades 

* Hermite: Comptes rendus de l'Academie des Sciences 67. 
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y (g) =. A + A t e + . . . + Ap- t ei—* = (mod. p) 
hatte p von einander verschiedene Wurzeln z — 0, 1 , . . . (p — 1). Also ist 

d.h. die Werte 95(0), <p(l), ... <p(p — 1) stimmen mit den Werten 0, 
R-*-, (p — 1) überein. Dies zeigt, dass die aufgestellte Bedingung hin- 
reichend dafür ist, dass durch [g <i{~) eine Substitution dargestellt 
"werden kann. 

% 136. Statt durch einen einzigen, können wir die der Substitu- 
tion unterworfenen Elemente x auch durch mehrere Indices kennzeich- 
r.- .. Bei p* Elementen wäre es z. B. möglich, die beiden Indices g } « 
an a»,'« von bis (p — 1) gehen zu lassen. Eine Substitution unter 
diesen p 2 Elementen konnte dann durch 

»— \e t u tp(e,u), 1>(g,u)\ 
bezeichnet werden, wobei 9(2, u), ^(2,«) ähnlichen Bedingungen zu 
unterwerfen sind, wie sie in § 134 besprochen wurden. 

Ist n—p t , so können die Elemente durch 

!<»%.■..% Cft-0,l,2,,..,i.-l) 

bezeichnet werden; die Substitution s wird dann 

S=\g l7 g s ,...g t <Pi(«i, **,.-. ft)» 9>g(*il z S>---' S *)l--- 5P*(*1» *!)■•■**) I) 

wodurch angedeutet werden soll, dass der Index 

2,- in 9Pi(^i,« a ,...«*) 
umgesetzt werden muss. Die Funktionen <p t , u ,-.--■ 'i--. müSBen der 
Beschränkung unterliegen, dass die p* verschiedenen Systeme «,, 2j, 
■ ..2* auch p* verschiedene Systeme <p 17 <p a , ... y>k hervorrufen. 

Man konnte diese Darstell ungsart auch auf den Fall erweitem, 
dasB n mehrere von einander verschiedene Primzahlen als Faktoren 
enthält. Hierauf gehen wir jedoch nicht ein, da die Theorie sich 
kompliziert. 

§ 137. Die einfachsten analytischen Ausdrücke für Substitutionen 
von « ■— t»* Elementen erhalten wir durch die Substitutionen von der 
linearen Form 

1) «=,,«„ ...«i = !*ii '*)•••** s i + a u *j + k», . ..**+«*!• 

Die a sind beliebige ganze Zahlen mod. m; sie können also anf m' 
verschiedene Arten gewählt werden. Ebensoviele Substitutionen dieser 
Form giebt es. Da 
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ist, so bilden diese arith luetischen Substitutionen* eine Gfli]d 
der Ordnung und des Grades m k . Diese Gruppe ist transitiv, da a 
die « so wählen kann, dass ein beliebiges Element #,,.., H in ein I* 
liebiges andere j-.- pi ...; t übergeführt wird. Es muss dazu 

«, — t — «k, «* = £»-*», ...«t-fc-K. 
genommen werden. Es giebt nur eine Substitution der Gruppe, weld» 
dies leistet. 

Damit eine der arithmetischen Substitutionen ein Element J- uii 
geändert lasse, muss 

a t - 0, tt s = 0, . . . « t = (mod. m) 
*ein. Dann lässt die Substitution alle Elemente ungeändert und re 
duziert sich auf die Einheit. Die Gruppe gehört also zu den im vori- 
gen Kapitel behaudelten Gruppen 11. 

Durch mehrmalige Anwendung ,der Formel 2) kommt man zu 


'.So.i 


. - «o, « 


! durch 


so dass wir die Grupp- 
3) G-\, 

bezeichnen können. Die in die Klammer aufgenommenen Substitutio- 
nen sind untereinander vertausehbar. Dasselbe findet daher bei allen 
Substitutionen von G statt. 

§ 138. Wir suchen die allgemeinste Form der Substitutionen 
t— z^z^..,z k <p,(e l ,...s k ), 9>g (»,,... **), ... o-* (*,,... z k )<, 
welche mit & vertauschbar sind, für welche daher die Gleichung 

gilt. Es reicht natürlich aus, dass s 0|] ... der Reihe nach gleick 
den in 'S) angegebenen Substitutionen genommen werde. Es 
f *4i,q,...o' auf 

<pi(z,, «],...«*) folgen lassen <pi(z t + 1, z % ,,.,z t ); 
also muss für £— 1, 2, 3,.. .& die B ezi eh ungs reihe statthaben 

<pi (*, + 1 , e, , . . . 2*) - <pi (z, , a 3 , . . . ß t ) + aj (mod. *»). 
Ebenso ergiebt sieh für s , i,.,_o, ••• s ,o,... i 

9>» (ä, , * s + 1 , . . . **) = Vi fo , *,, . . . e t ) + h (mod. m) 

f> i (ßi . ^7 ■ ■ ■ z >> + 1) = "Pi On *s i • ■ ■ «*) + c; (mod. m). 
Setzt man nun <pj(0, 0, 0,. . .0)~ 8i, so folgt aus diesen Gleichungen 
bei weiterer Reduktion der Indiees z auf der rechten Seite der Kon- 


i gleüj 
Es -uJ 


* Cauohj: Exercicea III, p. 282. 


■ 
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gruenzen die Natur der tpj als linearer Funktionen der z mit den kon- 
stanten Gliedern ö- r . Hieraus ist die Form der Funktionen <p ersicht- 
lich: Es wird 

9i C*i j «i» • • • *0 — <**** + fa*k + • • • + cxz k -f iS* , 
um! für / ergiebt sich 

3aes umgekehrt alle Substitutionen dieser Form die Gruppe G in eich 
leibst transformieren, ist leieht einzusehen, da t z. B. 
1.0.11....0 in l <h z \ + &i*a + ■■■+ C 1 B t -\-ä l , ... 

a l (z,+ l) + b l z i + ... + c 1 z k + ö 1 ,...\, 
. h. in die arithmetische Substitution 

ransformiert. 

Man kann i durch linksseitige Multiplikation mit 

uf die Form 

*' = \B l ,B i ,...g k ffl 1 *, + & l «, + ... + C|**j O s g 1 +b a a -\-... + C i g k , ... 

..., a t z 1 +hz i + ...+c i e i \ 
ringen. Eine solche Substitution möge eine geometrische Sub- 
titution* heissen. 

Wir gehen auf eine Untersuchung derselben ein. Bewiesen ist 
ereits : 

Lehrsatz IE. Alle geometrischen Substitutionen in ihrer 
r erbindung mit den arithmetischen, und nur diese sind mit 
er Gruppe der arithmetischen Substitutionen vertauschbar. 

$ 139. Es handelt sich zuerst um die Entscheidung darüber, ob 
ie Konstanten «;., b>_, . . . cj beliebig angenommen werden können. Einer 
ieschriinkiing müssen sie sicher unterworfen werden, da^ lTl] ,... !4 nicht 
i dasselbe x umgewandelt werden darf, wie «u.a.— fi»» sobald das 
ystein 2 1 , z%, ... z t nicht in allen Gliedern der Reihe nach mit fj, , t%, 
. & übereinstimmt. Allgemeiner: wenn ein bestimmtes Wertesystem 
.j £21 ■-■ £* gegeben ist, dann muss aus 

h e i + V* + ■ ■ ■ + c i r * = £n °2*i +b t g a + ... + C,0t = &,.-- (moi M) 
is System «,, *j, ...? t ohne Zweideutigkeit berechnet werden können. 
fir suchen diese Beschränkung analytisch auszudrücken. 


* Cauchr 






152 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der ganzi 
Es ist 


2 n 2 s , ..2( a l e l +b l s a +. 

.H-c^*, fl s «,+fc g Ä 2 +...+(^jei, ... (niod 

' j \a i z x + \z % + ... + c i z kl a i z 1 +b i e s + ...+0,«*, ... «,,2 a , ... 

H«.-t ^«.+Hfc+-+Ät).-|^ 

wenn zf die Determinante 


o,, &,,... c, 

5) 2** 

Ht\f-H 


a t , &*, ... c t 

bedeutet. 

Aus 4) folgt, daas der grösste gemeinsame Teiler t, von w 

z/ auch — t r— , . .. „ teilt. Denn wenn dies nicht der Fall w 

Oüj ö(7j Off* 

könnte man J,. ;., ... & so bestimmen, dass 

^0 + - + K" 

gleich dem grössteu gemeinsamen Teiler von — i — i • - ■ wird. D 
hätte der Ausdruck * ä 

6) ^fe &+ »S 



überhaupt keinen Sinn. 

Umgekehrt folgt aus 4), dass der grösste gemeinsame Teilet 

von m und - i - -i ■ ■ ■ in zi aufgehen muss: denn wlire dies nicht 

Fall, so könnte man £,, ^, ... & nicht su wählen, dasB der Wert 
6) relativ prim zu m würde, was doch notwendig gefordert we 
muss, damit /— ' eine Substitution sei. 

Es ist also r, = t a ; wir nennen den gemeinsamen Wert t und se 


ti, 


t(t; 


8A 


dA 


:=*v*> 


Dann wird 
7) 


■■•& t(«.6i +«■& + . .. + »{.), 


, (M + AS + ---), •■•. («od.i 


r 
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-(**)*- 


$*-' = 




= r*Z>, 


JSs ist also <J, weil es mit r. einen gemeinsamen Faktor bat, nicht 
jrim zu m. Der grösste gemeinsame Teiler von m und ö umfasst 
jedenfalls alle in t enthaltenen Primfaktoren ; er möge r' heissen. 
J)ann knüpfen sich an 7} dieselben Schlüsse wie oben an 4). Es wird 
-*' auch der grösste gemeinsame Teiler von m und a u « s , ... «*. So 
«rgiebt sich 

<S = dV, m — ft'%'; «t<*+a?i*\ ßi^ß'it', ... y; = /jt', 


'"'= &,&,•••& 




'.£.), 


*(«'#)*- l -«*i 




d'*-'-r 


'!>'. 


Es hat also auch d" noch einen gemeinsamen Teiler mit m, der von 
1 verschieden ist, falls dies bei i', und also, falls es bei r der Fall 
ist; auch er umfasst alle in r enthaltenen Primfaktoren. 

Man kann in dieser Weise ohne Ende weiter schliesaen; da aber 
^J*~' eine endliche Zahl ist, so geht dies nicht an, d.h. damit t 
eine Substitution ist, muss r—l, ä. h. d relativ prim zu i 
sein. 

§ 140. Diese Bedingung ist auch hinreichend. Denn die Kon- 
gruenzen 

<*& +b t B % + ... + c t e k = £, , a 2 z 1 + b^0 s + --. + c i z i = £ s , ... (mod. m) 
führen auf 

, 8^. 


*J* 


^'+5Zt + - 


^'8St + grfc + 


und diese letzteren lassen, wenn 4 und »b keinen gemeinsamen Teiler 
haben, eine und auch nur eine Lösung zu, wie man erkennt, wenn 

a — = t (mod. m) setzt. 
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Lenrsata III. Damit der Ausdruck 
«■ e l ,e t ,.,.ei I a,0 l -i-b l z 1 -i-...+c s z k , a i z l +b 1 e 
ine (geometrische) Substitution bedeu 
nd hinreichend, dass 


..+c a gi,... | {jaßim 
ist es notwendi 


a i 1 ^1 ! 


...q, 


relatii 


pm 


tforiiil 


$ 141. Hieraus ist es möglich, die Anzahl r der für den Modal* 
vorhandenen geometrischen Substitutionen zu bestimmen. 

Es möge [m, p] die Anzahl der Lösungen der Aufgabe ar 
p Zahlen zu bestimmen, welche kleiner als m und relativ prim m 
m sind. 

Es sei jV die Anzahl derjenigen geometrischen Substitutionen !. 
^, (g, ..., welche den ersten Index z y un geändert lassen, t s eine 
stitution, welche z l ersetzt durch a 1 e 1 -\-b 1 z^ + ... + c l z k , dann 
den r B , t 2 T. it t s r a , ... alle Substitutionen sein, welche dies thun, imi 
sie werden sämtlich von einander verschieden sein. Ersetzt r s iw 
Indes z i durch a\z i -\-b\z l ,-{-.. . + (/,£*, dann werden r 8 , i 2 r a , < 5 
alle Substitutionen sein, welche dies thun, und sie werden sämtlich 
von einander verschieden sein u. s. w. Man erhu.lt also alle mögliche» 
)■ Substitutionen, indem man N mit der Anzahl der Substitutionen 
1, r.j, r a , ... multipliziert. 

Pur die Wahl von a, , &, , . . . c, ; a\ , b\ , . . . c\ ; . . . besteht d 
schränkungj dass die Zahlen eines Systems mit m keinen gemeinsame! 
Teiler haben dürfen. Es giebt demnach [»h,7c] solcher Systeme inul ] 
ebensoviel Substitutionen t L , r ä , r 3 , ... Folglich wird 

Die Substitutionen I haben die Form 

\e 1 ,a,,...e i s l ,a a i + b l e i +...+ c s e t , ..a k z t + b k z a +...+c k z kl (mod.«}. 

Da « 2 , a s , ... a k gar nicht in den Wert der Determinante d dieser 
Substitution eingehen, so können sie ganz willkürlich, d.h. auf m t_1 
Arten gewählt werden; die b, ... c unterliegen der Bedingung, dass 
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relativ prim zu M wird. Ist die Anzahl der hierbei möglichen Sy- 
steme r', so findet sich 

r — [», k\ w*~ V**. 

Nun hat aber r 1 dieselbe Bedeutung für eine Substitution von 
(k— I) Indices (mod. m), wie sie r für k Indices besass. Folglich ist 

r= [m, /;]»»* _1 [«», k~ ljm t_s .r", 
r"_ dieselbe Bedeutung für (k — 2) Indices besitzt, und so erhält man 


= fwj, k]tt^~ 1 .\m 1 k—l]m k ' 


.[m,2]m. 


s bezieht sich r<* — " auf einen einzigen Index und ist also — [*!*, Ij. 


wird 


-(«,*]* 


.[»,*-!]» 


.[m, 2] ».[»,!]. 


$ 143. Das Symbol [tM,&] darzustellen, macht wenig Schwierig- 
sten. Wir begnügen uns damit, deu einfachen Fall zu behandeln, 
welchem m eine Primzahl =p wird, da dieser allein in der Folge 
ir Verwendung kommt. Dann wird offenbar 

10) [p,«]-i^-i, 

da nur die Kombination 0, 0, ... aus den p" Kombinationen aus- 
geschlossen zu werden braucht. Mit Hilfe von 10) wird 9) 

11) r-(j)'-l)^-'(p'--l)y-'... <y-l)i>.(l>-l) 

-( t f-l)(l?-p)(l?-p')...(p>-l>'-V 

$ 143. Die Gesamtheit der geometrischen Substitutionen bildet 
eine Gruppe, deren Ordnung durch 9), respektive 11) angegeben wird. 
Diese soll die lineare Gruppe heissen. Soll der Grad derselben be- 
sonders hervorgehoben werden, dann sprechen wir von der linearen 
Oruppe des Grades m*. 

Man erkennt, dase die lineare Gruppe des Grades «* nur solche 
Substitutionen enthält, welche das Element %,o.. .o ungeändert lassen. 

Q l s 1 + 6 1 jj j + ■■■ + c 1 i — z t , Oj2, + ö ä 2 s + ... + ^^ = «2, ... (mod. m.) 
hat für jedes mögliche System ai, fcj, ...Ct die Lösung 
s x = 0, z % — 0, .. . s t =0 (mod. n). 


Galois:Lionvüle Journal (1) XI, 18«, p. 410 
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Wir werden bei der algebraischen Auflösung der Gleichungen da 
Genaueren mit dieser Gruppe zu thun haben. 

Lehrsatz IV. Die Gruppe der geometrischen Substitu- 
tionen oder die lineare Gruppe des Grades tn k besitzt die in 
9) angegebene Ordnung. Ihre Substitutionen lassen sämt- 
lich das Element #6,o,...o ungeändert. Ihre Substitutionen 
sind mit der Gruppe der aritHmetischen Substitutionen ver- 
tauschbar. 


Zweiter Abschnitt. 

Anwendung der Substitutionentheorie auf die 
algebraischen Gleichungen. 


Neuntes Kapitel. 

Die Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades. 
Gruppe einer Gleichung. Kesolventen. 

§ 144. Soll die Gleichung zweiten Gradea 

mit Hilfe von Würze lau szi eh ungen aus bekannten Grössen gelöst 
werden, so kann man diese Aufgabe auch folgend er massen darstellen: 
, Bekannt sind die elementaren symmetrischen Funktionen c lf Cg der 
^Vurzeln X lt x 2 von 1); es soll aus ihnen die zweiwertige Funktion 
* x mittels Wurzelausziehungen erlangt werden."* Nun ist uns bereits 
bekannt (erstes Kapitel § 17, S. 16), daBS es eine zweiwertige Funk- 
tion giebt, deren Quadrat einwertig, nämlich die Diskriminante wird. 
In unserem Falle erhalten wir 


A = (x x — x t y *= (x, -t-x^)*- 


4''-,, 


«,-afc — W — 4«i. 

Da es nur eine einzige Gattung zweiwertiger Funktionen giebt, so 
kann durch die eine, soeben erlangte, jede andere zweiwertige Funk- 
tion rational dargestellt werden. Für die linearen zweiwertigen Funk- 
tionen er giebt sich 


* Vergl. C. G. J. Jacobi: Obaervatiunculae ftd theoriara aequationi 
nentes. Crelle Journal 11 p. 340. 
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'(*,+*.)+ '-,— '(*i->i) 


speziell 

Bi 

„_ 

-1 

«. 

S 
-0; « 


2 
-1, 

V' 

'-in, 



^ 

~ 2 

+ 

\V^ 

4cj, Xj 

«i 
2 

— 

V^ 


$ 14». Bei der Gleichung dritten Gradei 

ist die Frage nach der Auflösung nicht die nach der dreiwertig 
Funktion :i\, sondern die nach den drei dreiwertigen Funktionen 
«s, x t \ ea wird also durch die Lösung der Gleichung auch die 31 -wer 
tige Funktion , r , 

bekannt, und diese liefert dann natürlich auch umgekehrt .*" c , , ■■ . 
einzeln. Es ist somit durch Wurzelausziehungen der Übergang 
den einwertigen Funktionen c,, c^, Cj zu einer sechs wert igen Funktion 
von «j, x%, *, zu machen. 

Zuerst liefert uns die Quadratwurzel aus der Diskrhninante 
<*-(*, -ar^{x 1 -x s y(x, -^)*--(4c,»-r-270+ 1*W* 
die zweiwertige Funktion ' * l 3 

± (ft - x 3 ) fa ~ xj (ä, - ai,); 
alle zweiwertigen Funktionen sind durch sie rational ausdrückbar. Die 
weitere Frage ist nun die, ob es eine mehrwertige Funktion von drei 
Elementen giebt, von der eine Potenz zweiwertig wird. Diese Fraga 
ist im dritten Kapitel § 60 bereits erledigt. Die sechswertige Funktion 

(— 1+ 2 ) 

liefert, in die dritte Potenz erhoben, 

9>i a = j (- 2c/+ 9c, ß, - 27e B + 3^—3$ 
= KSt + SV^äJ). 
Ferner wird, wenn <p g durch VorzeicbenÜnderung der Y~ 3 aus qp, 
steht, 


= 3?1 + (0 2 X i -\-G)X i 


>, ent 


Man erhält hierdurch die beiden Ausdrücke 




tea Kapitel, 
ombiniert 1 


e Gleichungen z 
m mit diese» 


lachtet die Relation 
eben sich die Resultate 


beiden in 
, + %-'■,■ 
+ «.'-0, 


dritten und vierten Grades 
geeigneter Weise 




ist die Gleichung des dritten Grades gelöst. 
146. Bei der Gleichung vierten Grades 

I* — c,7: s + OfX 1 + iV' + c 4 f 
wir gleichfalls wieder nur einwertige Funktionen e,, c it c 3 , c t 
ilteu die vier vierwertigen Funktionen ;z,, r.,, :r ÄJ a^ und also 
ie vierundzwanzigwertige Funktion 

a t j\ -f «*#* + "s^s + a i x i 
successive Würze laus Ziehungen berechnen. 

lerst liefert die Quadratwurzel aus einer in den c,, c,, Cj, c 4 
len ganzen Funktion die zweiwertige Funktion Y^l. Ferner 
wir in § 60 eine Funktion von sechs Werten 

. gelernt, deren dritte Potenz zweiwertig wird und also zur 
g von y ' Ä gehört. Sie kitnu daher aus einer zweiwertigen Funk- 
it Hilfe einer Kubikwurzel berechnet werdeu. Mit ihr ist jede 
selben Gattung gehörige Funktion bekannt. Die Gruppe von 

•#j(^)(W,(W(^)K^ (%**)]! P-6, >- = 4. 
selben Gruppe gehört, und ist demnach durch rp rational aus- 

d i)!, welches durch Quadratwurzelausziehung hieraus erlangt 
u H=[l t (p 1 a£(x t zj]i p- 12, r — 2 

tfr kann demnach auch als bekannt gelten. Endlich werden 

- [«, («, - x,) + «, (x, - Xi )?, ra = /3, (s, + »,) + A («, + x t ) 

1 durch ^ ausdrückbar sein; % wird nun eine vi erundz wanzig - 
■ Funktion. Durch diese sind alle rationalen Funktionen der 
n und speziell die Wurzeln selbst rational darstellbar. Man 
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kann diese erlangen, wenn man z. B. die vier Gleichungen, welche 
sich auf « 9 =» + «„ — ttjj ft = -+-&, — ft beziehen, durch Addition 
Subtraktion mit einander verbindet. 

% 147. Wollte man die Lösung der Gleichungen fünften Grada :r 
in ähnlicher Weise zu liefern unternehmen, so würde man nach u 
ren früheren Untersuchungen Dicht über die Aufstellung zweiwertig! 
Funktionen hinauskommen. Demi wir sahen ja (§ 59), dass für mein 
als vier von einander unabhängige Grossen x lt x a , ... x n keine mehr- 
wertige Funktion besteht, von der eine Potenz zweiwertig würde. Bei 
diesem negativen Kesultate bleibt es aber fraglich, ob i 
der Methode die Auflösung der Gleichung verhindert, oder ob die Un- 
möglichkeit in der Natur der Sache begründet ist. Es wird sich zeigen, 
dass das letztere der Fall ist; wir werden nämlich die benutzte Me- 
thode später zu einer völlig naturgemässen durch den Beweis da 
Satzes erheben, dass jede bei der algebraischen Auflösung e 
chung auftretende irrationale Funktion der Koeffieienten eine rationik 
Funktion der Wurzeln selbst ist; alle Schritte von der | 
einwertigen bis zu den gesuchten «! -wertigen Funktionen der Wur- 
zeln können demnach durch die Theorie der ganzen rationalen Fik- 
tionen der Wurzeln verfolgt werden. 

§ 148. Wir wollen uns zunächst noch mit der Prücisierung 
Fragestellung bei der Auflösung von algebraischen Gleichungen be- 
schäftigen. 

Es aollen alle Wurzeln der Gleichung n^" Grades 

1) /■(*)- 

bestimmt werden. Ist eine derselben bekannt, so ist unsere Aufgabe 
nur zum Teil gelöst. Den noch übrigbleibenden Teil können wir 
mit Hilfe des bereits erledigten derart umformen, dass wir nicht mehr 
die übrigen (n — 1) Wurzeln der Gleichung 1) vom n'™ Grade, sondern 
wiederum alle Wurzeln einer Gleichung (« — l) ts " Grades aufsuchen. 
Das Polynom f(x) ist nämlich, wenn wir die bereits gefundene Würze 
mit #i bezeichnen, durch x—x, teilbar. Wir setzen 


-6M- 


-7i' 


•+r,x- 


... + jt-,-fl 


Keimt 


Dann ist noch die Lösung von 2) zu bewerkstelligen, 
man eine Wurzel x t dieser neuen Gleichung, so lässt das noch Übrig- 
bleibende Problem in derselben Weise eine Umformung zu, indei 
zu der Gleichung 
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3) £*Mw- 


, +c s * 


l - ...±c,_i — 


vom Grade (n — 2) übergehen. So kann mau fortfahren, bis man zn 
einer Gleichung ersten Grades gelangt. 

Man erkennt hierdurch, dass in der Aufgabe, eine Gleichung 
n te ° Grades zu lösen, eine Reihe von Problemen vereinigt liegt. Man 
kann diese einzelnen Aufgaben aber in eine einzige verwandein, näm- 
lich in die: eine einzige Wurzel einer gewissen Gleichung 
des Grades »! zu finden. 

Sind nämlich a:,, x.,, ... x„, die von einander völlig unabhängigen 
Wurzeln der Gleichung 1), bekannt, so ist mit ihnen auch eine durch 
die willkürlichen Konstanten «,, a iI ... ec„ bestimmte w! -wertige Funk- 
tion der Form 

4) &—*<* + *««+••.+*« 

gegeben. Umgekehrt ist durch die Keiintnia von !; eine jede Wurzel 
von 1) bekannt, da sich durch die n\ -wertige Funktion % jede ratio- 
nale Funktion von x l} x t , ... x a rational darstellen lässt. 
Der Ausdruck von | genügt einer Gleichung 

°) F(i)^i« + A,f-' + ... (£-I 1 )(J-6,)...(!-!„)-Ö 

vom Grade «!, deren Koefficienten in denjenigen von 1) und in a lr 
«ä, ... (c„ ganz sind. Diese Gleichung ist im Gegensatze zu 1) eine 
sehr spezielle; denn ihre Wurzeln sind nicht mehr, wie dies bei 1) 
vorausgesetzt war, von einander unabhängig, sondern eine jede von 
ihnen kann durch jede andere rational dargestellt werden. Die voll- 
ständige Lösung von 5) und dann damit auch diejenige von 1) wird 
schon durch eine einzige Wurzel geliefert. Dies folgt daraus, dass, 
in Beziehung auf x, , x^, ... x„, alle Werte £,, ijj, •-■ lUt zu der Gruppe 1 
gehören. 

J*(5) heisst die Galois'sche Resol ventengleichung von 1), 
£ die Galois'sche Resolvente. Wir werden diese Benennung bald 
erweitern. 

§ 149. Wir haben bisher lediglich von allgemeinen Gleichungen 
gesprochen, d.h. von solchen, deren Wurzeln ar, , x a ,..,x„ von einander 
unabhängig sind. Die Betrachtung der Resolventengleichung /•'({;) ^0 
führte uns bereits auf spezielle Gleichungen, d.h. auf solche, zwi- 
schen deren Wurzeln gewisse Beziehungen bestehen. 

Wir wollen nachweisen, dass aus einer Beziehung, die zwischen 
Jen Wurzeln herrscht, eine solche zwischen den Koefficienten sich er- 
riebt. 
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Ist die zwischen r n a^, ... X* bestehende Beziehung 
(5) ®i(*D flSg,. ..«•)— 0, 

ao mögen die verschiedenen Ausdrücke, welche durch Anwendatj 
der Substitutionen unter x u x t , ... .r„ auf d>, entstehen, 
sein. Dann wird das Produkt 


a 


<f>j(3T M X t , 


.*.) 




wegen seines ersten Faktors verschwinden und wegen seiner 
frischen Bildung in den Koe fticienten i\, c 2 , ... C* von 1) ratio 
sein. Wir setzen den Ausdruck gleich 'P(c, ... ';„) und erhalten 

7) 'i'Oa, c s ,...c) = 

aus 6). Sobald gezeigt ist, daas W nicht identisch, d. h. für jedf 
Wahl der c verschwindet, ist unser Satz als richtig erwiesen. 

§ 150. Die höchste Potenz, in welcher irgend ein x in <!\ w 
geht, sei die ^t le . Wir setzen: 

S',„) #,=0',», x t ^b', «,= c', ... #»=e' (m— 1, 2, 3, ... ji.iil + l 
wo die a' m , 6', e\ ... beliebige Grössen bedeuten. Berechnet DD 
aus diesen (fi.nl+i) Systemen die r. 1} c s , ... r„, so wird bei idenm ■- 
verschwindenden 'P die Gleichung 7) gelten; also verschwindet je- 
desmal ein Faktor von / J >Pt für jedes der (fi.»!-f 1) Systei 

Da v höchstens =n! sein kann, so folgt, dass mindestens ei 
Faktoren fl»i für (i+l Systeme, die sich unter S'„ ( ) befinden, gjatfl 
Null wird. Es sei dies &,,; wir ordnen diese Funktion nach Potoism 

Die Systeme S',„) lassen alle g n l "\ <//">, ... nngeändert; fi + 1 yW 
ihnen liefern verschiedene x i , durch welche <P n = gemacht vtinl. 
Wir hätten daher eine Gleichung in x 1 mit ft+1 Wurzeln: 
Sh<"K ■9i < "\ ■■• werden für .r s = 6', x 3 = c\ ... verschwinden. Hätte mim 
ein anderes System 

8" m ) %i = a"m, x i = b", ;r g = c", ... x* = e" (m= 1, 2, ... nl p-ffi 
gewählt, so hätte man dieselben Schlüsse machen können, wäre dabei 
aber vielleicht auf eine andere Funktion ^ und die Koefncienteu 
g^fi, 5, { i% ... gekommen. Nimmt man jedoch von solchen Systemen 
S',„), S",„), S'",„) ... mindestens fi.nl+l, so wird man auch min- 
j* + l mal auf dasselbe <I> r und dieselben Kuefficieuteu y^>\ 
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K -.. geführt werden. Wir können die Wahl der Systeme so treffen, 
bb alle p,»! + l in den Werten 

8) ^ = c ', a j 4 = Ä',...^-rf 

»ereinstinimen, während die Werte von x a sämtlich von einander 
rschieden sind. Ordnet man dann alle Funktionen i/„'i' 1 , g^'>\ ... naeh 
iteuzeu von x„, so werden die hierbei auftretenden Koefficienten, 

Funktionen von x 3 , ... x„, ungeändert hleiben, während sämtliche 

, ffi <r> , ... für mindestens f» + 1 verschiedene Werte von x t ver- 
fa winden. Da a^ nur in der ft 1 ™ Potenz in die if' eingehen kann, 

sind die Koefficienten bereits durch 8) zu Null gemacht. Das 
sisst: Ordnet man alle Funktionen * nach Produkten x^x/, so ver- 
liwinden alle hierbei auftretenden Koefficienten einer der Funktionen 

für ein beliebig gewühltes System 8). Nimmt mau statt 8) ein 
"ideres System, so kann die Funktion, deren Koefficienten verschwur- 
en, eine andere werden; nimmt man dagegen wieder u. . ii ! + 1 solcher 
me, so tritt das Verschwinden mindestens bei einer Funktion 
:r mindestens «-+1 System auf u. s. f. 

So erkennt man, dass aus dem identischen Verschwinden von '/ f , 
B.8 eines <P also auch das von <J>j folgen würde. Dies verstösst je- 
och gegen die Annahmen. 


$ 151. Umgekehrt lässt sich jede 
koefficienten c,, c a , ... c„ von 1) besteht, 
i, £,,, ... x„ umsetzen. Denn aus 


»Igt 


»(*, + (!, + .. , + a;., 


Z l X i + X 1 X A + ..., ...)='F(: (] 


die unter den 
solche unter den 


std-O, 


f ist nicht identisch Null. Denn da es symmetrisch ist, lässt es 
ich auf eine und auch nur auf eine Weise in eine Funktion von c lt 
.,...€„ umwandeln, nämlich in <b(c u c 2 , ... c n ) (§ 9). Wäre <P — 0, 
3 wäre eiue andere Umwandlung möglich, nämlich diejenige in den 
iisdruck 0. Mau hätte also auch "P identisch gleich zu setzen. 

Es ist daher gleichgiltig, oh wir eine spezielle Gleichung als eine 
ilche definieren, zwischen deren Wurzeln, oder als solche, zwischen 
sren Koefficienten eine Beziehung stattfindet. Denn eiue jede der 
iden Eigenschaften zieht die andere als Folge nach sich. 


53. Sind mehrere Beziehungen 
•,(«,, äs, ,...*„)— 0, %$%, 


Form von Gleichungen 


I 
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unter den Wurzeln gegeben, so kann man diese mit Hilfe unbestimmte 
Koefficienten ß,, p\, ... in eine einzige verwandeln, nämlich in dii 
Gleichung 

* = (p, fo , x t , . . . x n ) . ß l + * a (x 1 , x,, . . . »,) (S a + . . . — 0. 
Denn aua (P=0 folgen jene einzelnen Gleichungen wieder, da jed» ^ 
0»j eine rationale Fuuktion vod ist (§ 99). 

Dasselbe gilt, wenn mehrere Gleichungen zwischen den Koefficiel 
ten bestehen. 

Wir können demgemäas sagen: 

Jede spezielle Gleichung kann aus der allgemeinen d 
Hinzuuahme einer einzigen zwischen den Wurzeln ».,, J 
x„ bestehenden Beziehung 

• (ai,.. .«,)-0 

abgeleitet werden. 

Zu bemerken ist, dass <J> durch jede andere Funktion ersetzt wer 
den kann, welche zur Gattung von gehört. Denn zwischen boM 
besteht gegenseitige rationale Ausdruck barkeit. Ferner ist zu be- 
merken, dass es gleichgiltig ist, ob man gleich Null setzt, oder ul . 
man es als bekannt ansieht. Demgemäss ist es eine als bekannt 
angesehene Funktioneugattung, welche den Spezialcharakler der > 
Gleichung bestimmt. Man sagt, dass diese Gattung der Gleich inj a 
adjungiert sei. Endlich könneu wir auch diese Anschauung lW| 
etwas ändern, indem wir statt der Funktioneugattung dfe zugehörige ■„ 
Gruppe einführen. Zu jeder Gleichung gehört eine Grappl 
derart, dass die zugehörige Funktionengattung als bekannt 
gilt. Eine allgemeine Gleichung ist folglich eine solche, deren Gnip|* 
die symmetrische ist: denn lediglich die symmetrischen Funktionen d« v 
Wurzeln sind bei ihr bekannt. 

tj 153. Wir wollen diese Festsetzungen und Anschauungen an 
einem Beispiele erläutern. 

Es mögen alle Wurzeln einer irreduktiblen Gleichung /i.'i---" 
rationale Funktionen einer einzigen unter ihnen sein: 

Dann erkennt mau, dass die beiden Gleichungen 
f(x)-0 und fMaOI-0 
eine Wurzel gemeinsam haben, nämlich x : ; wegen der Irreduktibilitüt 
von f(x) wird die zweite der beiden Gleichungen auch x i} ... #„, also 
die ernte auch 


o hätten 
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ftW, <Pi(x s ),...<Pi(x n ), 
d, h. allgemein jedes 

V.[^(*i)J («i/J-2,3,...«) 
i Wurzeln haben. Wäre 

«P. Wr Ol)] " ty l>v Oi)J « + ft 

f 0) - und <p« (*) - Vß (as) - 

: Wurzel V^Oi) also eine jede Wurzel der irreduktibeln Gleichung 

f(x) = gemein. Dann wiire, was unmöglich ist, fnOi) = 9>0i)i d.h. 

b wären zwei Wurzeln von /'(#) = einander gleich. Es uiusb daher 

i Reihe 

R,) x y , <Pt(x r ), (p A (x y ), ... <p n (x y ) 

mit der Reihe 

R,) iB,, ¥>,(«,), VsOi)i ••■ V»Oi) 

üboreiiisitimm*?ii , natürlich von der Aufeinanderfolge abgesehen. 

Wenn man also eine Substitution auf die Reibe R 2 ) der Wurzeln 
?on f(z) — Q ausübt, welche x l in x y überführt, so geht dadurch jedes 
%o in tp„(xj) über; die Substitution ist daher durch die Angabe der 
einen Folge x l} x y völlig bestimmt. Es giebt in unserem Falle dem- 
nach überhaupt mir n Substitutionen, deren Anwendung erlaubt ist; 
denn jede andere würde die über die Wurzeln gemachten Voraussetzun- 
gen zerstören. Diese Substitutionen bilden eine Gruppe 11 (§ 122): 
denn die Transitivätät ist vorhanden, wie im folgenden Paragraphen 
gezeigt, werden wird, und der Grad wie die Ordnung der Gruppe sind, 
wie eben bewiesen wurde, einander gleich und gleich «. 
Diese Gruppe - ( J ist die Gruppe unserer Gleichung. 
Denn die Beziehungen, welehe unsere Gleichung charakterisieren, 
gehen in 

* - Ä K ~ V» Oi)] + ßi K - «Ps Oi)] + ■ • ■ + ß ■ [* ~ Vn Oi)J - o 
Über. Wandelt man J\ in x. { um, so geht jedes x B in <p a Oj-) " f" fVyOi)] 
Über, genau wie bei der Anwendung der Gruppe ii. 

$ 154. Ohne fürs erste tiefer auf die Theorie der Gruppe einer 
Gleichung einzugehen, können wir doch zwei der wichtigsten Sätze 
bereits hier anführen. 


Die Gruppe 
ist die Gruppe e 
irreduktibel. 

Ist die Gruppe G v 



iner irreduktiblen Glei 
er Gleichung transitiv, 


x{) (x — Xg) . . . — *■) — 


I 


I 
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nicht transitiv, so mögen durch sie nur a~ n x i ,...x, mit mmM 
verbunden sein; dann wird 

(p (x) — (x — #,) (X — OSj) . . . (x — x a ) 
unter der Einwirkung von G ungeäudcrt bleiben; (p gehört also 
Gattung der Gruppe G oder es steht unter ihr und ist jede 
kannt; die Koefficienten von y sind also durch bekannte Grössen 
stellbar, und WaA = 

ist ein rationaler Teiler von f'(x) — 0. 

Ist umgekehrt f(x) reduktibel, so wird ein >f(x) der obigen Font 
rational bekannt sein; G enthält dann keine Substitution, welche 
in #11+1 umwandelt, da sonst eine bekannte Funktion y(x) 
alle Substitutionen von G ungeändert bleiben wurde. Folglich isi <> 
intransitiv. 

Beide Sätze au sammen genommen geben das obige Theorein. - 

Wir beweisen lerner: Die Ordnung der Gruppe einer im- 
duktiblen Gleichung vom Grade «, deren Wurzeln rational! 
Funktionen einer einzigen unter ihnen sind, ist gleich n; um 
umgekehrt: wenn die Gruppe einer Gleichung transitiv udJ 
ihre Ordnung ihrem Grade gleich ist, dann sind alle Wurzeln 
der Gleichung rationale Funktionen einer beliebigen unt«' 
ihnen. 

Der erste Teil dieses Theorems eigiebt sieb aus dem in g 153 be- 
handelten Beispiele; den zweiten Teil weisen wir folgendermassen iiütb 

Aus der Trausitivität der Gruppe folgt die Irreduktibilitlit ri-: 
Gleichung. 

Spezialisieren wir die vorgelegte Gleichung dadurch, das^ wir ilii 
als neue Gattung diejenige adjungieren, welcher x s angehört, so re- 
duziert sich die Gruppe. Sie enthält jetzt nur die Substitutionen, 
welche a:, nicht ändern. Die Gruppe ist aber eine Gruppe Sl (§ 122); 
daher enthält sie nur eine Substitution, die Einheit, welche .i\ uklit 
ändert (§ 90). Bekannt sind also nach der Adjuugiening von x y alle 
zur Gruppe 1 gehörigen oder unter ihr stehenden Funktionen, Spe- 
ziell sind # a , x s , ... x t bekannt, d. h. rational durch x x darstellbar. 

Hieraus folgt: Sind alle Wurzeln einer irreduktiblen ßlei< 
chung rationale Funktionen einer bestimmten Wurzel, s< 
sind sie auch rationale Funktionen jeder beliebigen Wurzel. 

§ 155. Im Falle einer allgemeinen Gleichung /"(#) — iat die 
zugehörige Galois'sche Resolventengleichung .F(£) = Ü des Grades n! 
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reduktibel. Es sind nämlich bei einer allgemeinen Gleichung nur 
e symmetrischen Funktionen der n Wurzeln #,, x ai ... x» bekannt; 
idererseits wird erst das Produkt der n! Ausdrücke (S—&) sym- 
e tri seh. 

9 Da jedes £1 durch jedes andere rational ans druckbar ist, so wird 
e Gruppe von F(J) = Grad- und Ordnungszahl gleich haben, d.h. 
eich >.! Um die Gruppe zu finden, schreiben wir alle Werte 

In U, 6„ ■■->.. 
af, wenden auf diese lieihe siimtliclie Substitutionen von .r n x t ,... 
, an und fassen die entstehenden Umsetzungen als Substitutionen 
ater den Elementen jj auf. Da jede Substitution unter den x jeden 
/"ert der n!- wertigen Funktion j{ umsetzt, so gehört die Gruppe der % 
a den Gruppen Si. Die Gruppe der ."*■ und die der £; sind einander 
:nsturig isomorph (§ 89). Als Beispiel wählen wir ein schon früher 
enutztes, welches durch die Gleichung dritten Grades geliefert wird; 
U Gruppen und T von f(x) = und F(£) — sind 

r-ri,&U(ytf&y.(U)(Mi)<UJ,<«i«&UKMi>, 

a,ii s )(^i 3 y,cej 5 u&£^ s )]- 

Anders gestalten sich die Verhaltnisse bei speziellen Gleichungen, 
etzen wir wieder 

4.) B & «i''i + ß 2 ^ + - ■■+«■#«, 

d ist diese Funktion zwar nach wie vor n!-wertig; allein da nur die 

Substitutionen der speziellen ^ur vorliegenden irreduktiblen Glei- 
hung gehörigen Gruppe G in Zuwendung gebracht werden dürfen, 
o besitzt für unsere Betrachtungen 5 auch nur r Werte. Sind diese 

D wird 

io) *;«> «-«(s-w-.os-w-r-«?- 

ie Galois'sche Resolvente der speziellen' Gleichung- Ihre Gruppe 
' wird wie oben gefunden. Es ist eine Gruppe des Grades und der 
rdnung r. Sie ist einütufig isomorph zu 0. 

Kennt man eine Wurzel S, Ton 10), 10 reduziert sich (vergl. 8 1**) 
e Gruppe r auf dj e identische Substitution 1. Dieser entspricht in 
* "äomorphen Gruppe dieselbe Substitution 1; alle Funktionen der 
eziell.n Gleichung sin( , ^^ dnrch eille Wlme , fc _ ^ %+ .„ + „.*„ 
Honal ausdrilckbar. Es iel t a i s „ | hier dieselbe Bolle, wie bei den 
gemeinen Gleich nngeil 



16 


Zweiter Abschnitt. Anwendung der Substitut ioiienlhnorie. 


Bezeichnen wir durch !;', -einen der n\ Werte von |. welche n 
der Reihe 9) nicht vorkommen, so kann man mit demselben Mite 
und aus denselben Gründen wie oben unter dem Einflüsse der Urupj» fc 
G die r Werte 

9') r„ r„... & 

entstehen lassen, und dann . 

ioo f\ (i) =- (i- i\) (i - sy . . . (i - « - o 

als Galois'sche Resolvente ansehen. -?*,(£) und F' r (£) gehören,* 
Funktionen von x 1: x^, ... %„ betrachtet, in der Thafc zu deruL 
Gruppe, nämlich zu G. Die Gruppe f" von 10') ist eine Gruppe 8 
sie ist einstufig isomorph zu Cr, also auch, zu F. Hieraus folgt nwl 
dem Lehrsatze X.XV ] §90, dass T und f von gleichem Typus sind «a 
sich nur durch die Bezeichnung von einander unterscheiden könnet. 

Beide Funktionen -?',-(£) und F' r (j-) sind Teiler der im allgi 
uen Falle auftretenden Galois'Bcheti Resolvente 
5) I\{) = ({-{,) ({-£,). ..({-{.,). 

Wir erkennen daraus, dass bei allen speziellen Gleichungen die 
Funktion F(£) reduktibel wird. Ist die spezielle Gleichung durch I 
Gattung der Gruppe G von der Ordnung r charakterisiert, so zerfällt 

5) in o — — ' Faktoren desselben Grades r. Dabei ist es gleiehgiltig, 
welcher der Faktoren als Resolvente der besonderen Gleichung an- 
gesehen wird. 

Man erkennt, dass der Übergang von f'(jF) = () zu F r (£)=0 iden- 
tisch mit demjenigen von der Gruppe G zu der entsprechenden iso- 
morphen Gruppe F ist, deren Grad- gleich ihrer Ordnungszahl wird. I 

§ 156. Den Ausdruck Resolvente können wir, allgemeiner als 
bisher, für eine jede mehrwertige Funktion verwenden, deren Element« 
die Wurzeln der vorliegenden Gleichung f'(x) = sind. Eine p-wer- 
tige Funktion np(a,- n *' 2 , ..*. . #„) ist insofern als eine Besolvente od« 
als eine resolviereude Funktion anzusehen, als durch die Auf- 
lösung einer Resolventengleiehung des Grades p das Problem der 
Lösung von / (a:) = vereinfacht wird. So hatten wir z. B. 
Gleichungen vierten Grades folgendes System von Resolventen be- 
nutzt (§ 146): 

1) die zweiwertige Funktion V'z/ = (x-y — x%) (x t — a\,) . . . (x s 

2) die sechswertige Funktion cp = (x l x i + x a x^) + to(x l x; ri -{- 
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3i die zwölfwertige Funktion «•=-•(•, i L , ■< : :r '\'< (■V'.'i 4- ^V'-'J, 
4) die vieruudzwauzigwertige Funktion x = a \^ x i'~ 3; s) + « s (^ 3 — -c 4 ). 
Anfänglich hatte die Gruppe der Gleichung die Ordnung 24; nach der 
Lösung der quadratischen Gleichung, deren Wurzel die zweiwertige 
Funktion yA war, reduzierte sich die allgemeine, symmetrische auf 
die alternierende Gruppe von der Ordnung 12. Eine Kubikwurzelauszie- 
hung führte uns auf die Gruppe (.< (g 14G) der Ordnung 4; eine Quadrat- 
Tnirzelausziehung auf die Gruppe H der Ordnung 2, und endlich 
kamen wir zur Gruppe L und damit zur definitiven Lösung der Glei- 
chung, für welche die Benutzung von v> nicht nötig gewesen wäre. 

Dass hierbei die Lösung einer Gleichung des Grades p die Gruppe 
auf den p"" 1 Teil der Substitutionen reduzierte, ist nicht auf beliebige 
Resolventen zu übertragen. Wir werden später sehen, dass dies bei 
den biquadratischen Gleichungen und der oben gewühlten Kesolventen- 
folge nur daher kam, weil die Gattung einer jeden vorhergehenden 
Resolvente eine ausgezeichnete Untergattung (g 101) derjenigen der 
folgenden Resolvente war. 

Ist eine p- wertige Resolvente <p (a;, , -c a , . . . x„) gegeben, so hängt 
dieselbe von einer Resolventengleichuug p 16n Grades 

11) <p* - A y y«- ' + v4 s ?«-* — . . . ± A e - I > 

ah, Dm die zu dieser Gleichung gehörige (Truppe zu linden, schlugen 
wir dasselbe Verfahren ein, welches wir schon im vorigen Paragraphen 
benutzten. 

Es m6gen ?,, ?„■■■»>, 

die Werte sein, welche aus y, entstehen, falls man auf diesen Wert 
alle Substitutionen der Gruppe G von f(x) — 0, anwendet. Jede Sub- 
stitution von G wird die p Werte tp unter einander vertauschen; da- 
durch erhält man verschiedene Komplexe, welche, als Substitutionen 
Unter den tp aufgefasst, die zu 11) gehörige Gruppe konstituieren. Die- 
selbe ist isomorph zu G; sie ist ferner transitiv, da es in G Substi- 
tutionen" geben wird, welche <f.\ in jedes andere <p> umwandeln. Ist 
die Gruppe von fp, eine ausgezeichnete Untergruppe von G, so gehört 
sie auch zu a> a , a> B , ... tp^ Diese Werte sind somit durch <p, rational 
«usdrückbar. Also kommen wir nach § 154 auf eine Gruppe ß. 

§ löi. Man könnte versuchen, durch passend gewählte Resolven- 
ten die Reduktion und womöglich die Auflösung von 5) F($) — der 
Resolventengleichuug des Grades n! zu bewirken* Trotzdem auf die- 


' Dies versuchte Lagrange, Mein, d. Akad. d, W. v.u Berlin; band III. 
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sem Wege das gewünschte Ziel nicht zu erreichen ist, wie überbanp ui 
auf keinem Wege, aus Gründen, die sich eist später entwickeln las 
so sollen die betreuenden Untersm-hungen doch in Kürze durchgefiilm 
werden, weil sie für das bisher Besprochene passende Beispiel'- liefern. 
Wir gehen wieder von der Gleichung 




des Grades » ans. Es sei n eine zusammengesetzte Zahl, p einer ihrar 
Prim zahl teil er und n^w.p. Dann teilen wir die n=*m.p 
in p Systeme von je m ganz nach Belieben gewühlten Wurzeln, bildet 
die Summen der in jedem Systeme vorkommenden Wurzeln und Im- 
nutzen diese zur Resolventenbildung: 


X. ~% 


+ x P 


+ **,+! + ■ 


+ **-„„ 
+ .>■„„ _r,„ + 


: 


2,-1 — «,,_!+ *»,_[+ «Sj; 


,+ ... + .t 


Dann bleibt die Gesamtheit der A' lh , X 1: ... X,_, ungelindert, 
wir nur solche Substitutionen ausfahren, welche lediglich die in ein« 
und demselben X B vorkommenden z t unter sich vertauschen, W 
halten hierfür also eine intransitive Gruppe der Ordnung (w!)''. Di' 
symmetrischen Funktionen von X , X n ... X p — } hleiben ferner für I 
die p\ unter den X„ möglichen Substitutionen ungelindert, infolgt- 1" ; 
dessen auch für die entsprechende imprimitive, isomorphe Gruppe der y 
Xx von der Ordnung p\ (im!)*', bei welcher die %i jedes einzelnen Systems l 
gleichzeitig ein System der Imprimitivität bilden. Diese symmetrischen 


Funktionen haben also p - 


Werte, und sie gehören somit als 
an. Kennen wir eine 


Wurzeln einer Gleichung des Grades o= .-•---'.-,- 

& p p\(m]y 

Wurzel ;/ u derselben, z. B. die, welche zu X , X,, ... X p _, gehört, 
so kann mau alle symmetrischen Funktionen dieser p Grössen rational 
darsteilen; denn alle symmetrischen Funktionen von X nr X,,... Xp-j 
gehören zu derselben Gruppe. Wir sehen y jetzt als bekannt au. 

Als weitere Resolventen bilden wir unter Benutzung einer primi- 
tiven Wurzel cj der Gleichung gf—i=() die cyklischen Funktionell 


9,-«,+ 


■'X 1 + ... + n't'- l >X r - i y, 


= (X + m*- 1 X 1 + ... + »<*- 
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Dann bleiben alle fl„ ungeändert fiir rlie n arithme tischen Substitu- 
tionen unter den X„, welche jeden Index um dieselbe Zahl vermehren, 
vaA auch nur fiir diese Substitutionen (§ 137). Die symmetrischen 
Funktionen der bleiben ferner ffir diejenigen Substitutionen ungeiin- 
welcbe alle Indices mit einer und derselben Zahl multiplizieren 
!6). Die Gruppe einer beliebigen symmetrischen Funktion von ft ln 
t hat also die Ordnung p(p — 1): eine solche symmetrische 
inktion der 0„ ist demnach aus den symmetrischen Funktionen der 
E„, X lt ... A',,_,, und folglich auch aus i/ n durch eine Gleichun: 

't.(f'-t)~ 

; ist nur die Kenntnis einer einzigen Wurzel 2„ notwendig, um 
e symmetrischen Funktionen der zugehörigen p — l Grössen Ö<, ra- 
tional darstellen zu können. 

Durch e n sind somit z. B. die elementaren symmetrischen Funk- 
tionen 


jr*G' — 2)! ableitbar; auch von einer solchen Glei- 


9 a + i 


ö,+e l + ... + e J1 _, = Ä 1 (f ), 


ausdriickbar; durch Auflösung der Gleichung (p — l)' e " Grades 

fl?- 1 -S t (ji ).fl'-» + B I (* ).flp- ! - v .-^ 

kommt man auf die Werte ö,, Ö s , ... d Jf -,. Doch ist auch hier i 
eine einzige Wurzel der Gleichung nötig, da alle Wurzeln zu der- 
selben Gattung gehören und daher rational durch eine beliebige unter 
ihnen ausdriickbar sind. 

Die Ausziehung der j> tan Wurzel aus 6, giebt 

Weil nun alle fyd it ]/0 s , ... zu derselben Gruppe der x a von der Ord- 
nung (wi!)'' gehören, wie yö l; so werden alle jene p len Wurzeln durch 
diese eine rational darstellbar sein. Man erhält demnach, wenn wir 
y'Ö, =«„ setzen und unter S t , S 3 , ... gewisse rationale Funktionen ver- 
stehen, die Gleichungen: 

X„ + X, + X, + ... + X,_,-S, (</„), 
X +»X, + ,» ! X < + ...+ o»-'X,_,-» ü , 
I + o'X, + oi*X, + ... + «>"»- , X p _ 1 _S,(» ), 

X + &)*-' X, + ra-"- l >X 2 + . . . -f a)<i>-WX r -i = 6;. 
Durch einlache lineare Kombinationen ergeben sich 
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Um also bis zu deu Resolventen A' n , X,, ... } 
braucht man mir zu kennen: 

1) eine Wurzel if„ einer Gleichung des Grades ,, 

2) eine Wurzel s„ einer Gleichung des Grades (p 
Koefficienten rational in y n darstellbar sind; 

3) eine Wurzel 0, einer Gleichung des Grades (p— 1), derts 
Kofficienten rational in £ n darstellbar sind; 

4) eine p" Wurzel U aus der Grösse 6,. 
Das Produkt der Grade dieser Gleichungen 

stimmt mit der Anzahl der Werte iiberein, welche eine lineare Kombi- 
nation der X Q) X l7 ... bei Vertauschungen der x* unter ein and er an- 
nehmen kann. 

§ 158. Wäre n-=i), so würde die erste der vier Gleichungen 
vom ersten Grade werden; sie fiele weg, und die X a stimmten mit ät» 
Wurzeln .:„ überein. 

Unter diesen Umständen ist die Lösung der Gleichung identisch 
mit derjenigen von 2), 3), 4). Der Grad von 2), nämlich {»- -2)! 
übersteigt den Wert von », sobald diese Zahl grösser wird als 

Wäre n—p,m, (w*>l), so würden mit 

X o = x a + x p + x -ip + - ■ ■ + *(*- 1># 
zugleich alle symmetrischen Funktionen der m Wurzeln 

X 0i X p , Xs P , ... a:(m~i)j» 
bekannt sein, da sie sämtlich zur Gruppe von X„ gehören. 

Für !» = !>,»»,, wobei p 1 einen Primza.hlteiler von m bedeui 
könnte man dieselbe Operation der Einteilung 
*"o = x o + x p,p + **P,9 + • • • 

Y 1 = Xp + «(p, + i)p + X(1p, + l)p + . . 

wiederholen, und man käme durch ähnliche Gleichungen, wie die oben I 
benutzten es waren, und durch deren Auflösung zu spezielleren B«- I 
solventen F 01 Y lt ... Wäre m = p 1 , so hätte man durch diesen zwei- 
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1 Prozess p x Wurzeln der vorgelegten Gleichung erlangt. Ist m x > 1, 
kann man in derselben Weise fortfahren. 

§ 159. Durch dieses Verfahren von Lagrange ist zwar eine 
treinfachung in das Problem der Lösung der Resolventengleichung 
s Grades n\ gebracht, aber es ist weder ersichtlich, ob dasselbe die 
3gliehste Reduktion des Problems giebt, noch inwieweit diese Me- 
ode bei den Gleichungen höherer Grade verwendbar ist. 

Für die Gleichungen der ersten vier Grade führt sie direkt zur 
>sung. ' 

So bleiben bei den Gleichungen dritten Grades nur die Probleme 

und 4) bestehen. Bei den Gleichungen vierten Grades liefert 1) 

4! 
>n Grad 91/91x2 == ^? ^) den Grad I5 ebenso 3) den Grad 1; endlich 

den Grad 2. Damit sind die Resolventen 

A = Xq + X 2 , A x « X x -|- X§ 

jkannt. Sind alle Wurzeln der Resolventengleichung dritten Grades 
»kannt, so sind auch 

A = : Xq -f- X 1 , A j = X 2 ~r #3 j 
A — Xq + X 9 , A j = X± + X% 

jgeben. Für w=»6; w = 3, |)=»2 hätte man den Grad öT/"ö"j\s ^ ^ 

ji der Gleichung 1), für n = 6; m = 2j p = 3 den Grad 077^» ■= 15- 

ier, wie schon bei n = o, kommt man zu Gleichungen von höherem 
s dem vorgelegten Grade. 


Zehntes Kapitel. 

Die Kreisteilungsgleichungen. 

§ 160. Die Gleichung, welcher eine primitive p ie Einheitswurzel co 
nügt (wo wie überall unter p eine Primzahl verstanden werden soll), 
irt den Namen „Kreisteilungsgleichung"; sie hat die Form 

x* — 1 

1) —-^ x P~ l +xP-* + ... + a? + x + \-0. 

,nn sind sämtliche Wurzeln von 1) die folgenden 

2) CO, CO 2 , w 8 , ... cö*— 1 . 
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Wir beweisen, dass die linke Seite von 1) nicht als ein Produkt m 

zwei ganzen Funktionen <p(.rt, «■(■>.') mit ganzzahligen K (..».■: 

■ iüi'^t'stellt werden kann. Denn wäre dies der Fall, so ergiibe siel 

und einer der beiden ganzzahligen Faktoren z.B. <p(l) üiüsste ilahei -.■ 
gleich +1 sein. Da ferner <p(x) = mit 1) mindestens eine 1 
gemeinsam hat, so wird 

sein, wobei ta, eine beliebige der Wurzeln 2) bedeutet, imd 

»(*).* (*■)■* (*■) — V (**-*)- 

hat also alle Grossen 2) zu Wurzeln; folglieh ist die linke Seil* 
dieser Gleichung durch die von 1 ) teilbar: es entstellt 

3) 9(JB)9»(a?)...y(x'- 1 )-J'(«)-( a!f " , + a^- , + ...+*+l) l 

wobei man unter F (x) eine ganze Funktion mit ganz/ahligen Kotf- 
ficienten zu verstehen hat. Aus 3) wird für .r=l 

v (iy-'- P .F(i). 

Es müsste also schliesslich go (l) p-_ ', welches den Wert Eins hat, - 
durch p teilbar sein, was nicht möglich ist. Demnach, ist 1) nicht 
reduktibel. 


hrsate I. Die Kreis 

teilungsgleiehung für die Pr 

im za hl] 

X*—l 

-=x?- 

X — l 

*_|_ar>— 1_|_. .. + 1+1-0 


ednktibel. 




ist 

§ ltil. Es sei nun (/ eine primitive Wurzel (niod.jj), dann kans 
die Reihe 2) der Wurzeln der Kreisteilungsgleichung dargestellt w 
den als 

4) m", w"', (0»', ... ro**'"'. 

Da 1J irreduktibel ist, so ist die zugehörige Gruppe transitiv: 
giebt also eine Substitution, welche w" in a"' ! umwandelt. Dadurch gehl 

a" a in {<aßY = <a>"* : 
über; die betreffende Substitution ist infolgedi 

Die p— 1 Potenzen von ä bilden die Gruppe von 1). Denn sie kom- 
men in dieser Gruppe vor, und andrerseits hat diese nach § 
p — 1 Substitutionen. 
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Wir stellen jetzt die cyklische Resolvente auf 

(o + «ö? + «W + . . . + a*-*&*~*)P-\ 

l welcher « eine primitive Wurzel der Gleichung 

^~ 1 -1=0 

edeuten soll. Nach unsern Auseinandersetzungen über cyklische Funk- 
onen wird gemäss § 122 diese Resolvente für s und seine Potenzen, 
Lso Air die Gruppe der Gleichung ungeändert bleiben. Es ist diese 
»«solvente demnach durch die Koefficienten von 1) und durch a ra- 
onal darstellbar. 

Wir bezeichnen ihren Wert durch T± und haben somit 

p-i_ 

5) co + ««* + «W + . . . + a*>- l (& p - 2 = ]/T v 

Hese (p — l)** Wurzel aus 1\ ist eine möglichst vielwertige Funktion 
«r Wurzeln 2); sie ist nämlich (p — 1)- wertig, da sie für alle Sub- 
titutionen der Gruppe ihren Wert ändert. Ebensoviele Werte hat 
^egen der Vieldeutigkeit des Wurzelzeichens die rechte Seite. 

Durch YT ± ist jede andere Funktion der Wurzeln rational dar- 
fcellbar. Dies ergiebt sich aus der allgemeinen Theorie; wir wollen 
s aber hier in unserem besonderen Falle nochmals ableiten. Es bleibt 
Ur die Gruppe der Kreisteilungsgleichungen 

6) (a> + a x G>* + aPa? + ...)(» + «»' + a*a>* + . . .)*>-*->• 
ingeändert, da der Einfluss von s diese Funktion in 

(©'+ a*af + a 2X G}9'+ . . .) (©' + a&?+ a 2 a) g, + . . ,)p~ 1 ~ x 
= ct x (g>? + a x &?+ a* x a>9*+ . . .) . 

= (o + a x G)9+ a 2X G)f + . . .) (a> + aco* + a 2 (0^ + . . .y- l ~\ 

L h. in sich selbst überfuhrt. Dies thun dann auch die Potenzen von 
; also gehört die Gruppe von 1) zu der aufgestellten Funktion 6). 
bezeichnen wir daher diesen, durch a und die Koefficienten von 1) 
itional ausdrückbaren Wert 6) mit T*, dann erhält man für k=l } 
, . . . p — 2 die Reihe von Gleichungen 

p — £ 


p-l 


•*1 
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Ve 

■bindet 

inan mit 

diesenr Systeme die unmittelbar 

aus 

1 i feigen! I 

Beziehung 


CD 

+ (o > + I0I - + ... + (0 »>-'_^ li 



so 

erhält 

riiii 

durch 

geeignete lineare Kunibinationer 



a 

1 

[" 

1 + Vr,+ p yf? + ...+ 7 i=-" YTr 

-■]< 


a* 

1 
~p- 

[- 

l+tr 

1 Vi\+«-'^YT t '+. ..+«-»+■ 


fö >j 

a» 

_ l 

P— 

[- 

l+o- 

' VT,+«-< 5 1/57' + ... + «-"+* % 

->'?>-''■ 




1 


' 

Es 

ist er 

sichtlich , 

vie eine Änderung der Wurzel 

it oder der üt- 


deutung von YTj nur eine Vertauschung der Werte ra untereinander 
hervorruft. 

Lehrsatz II. Uni die Kreisteilungsgleichung für die Prim- 
zahl p aufzulösen, hat man eine primitive Wurzel der Glei- 
chung t p ~ ' — 1=— zu bestimmen, und aus einer hiernacl 
tional darstellbaren Grosse die (j> — 1)'" Wurzel zu ziehen. 
Die Kreisteilungsgleichung ist also auf zwei binoruiscli' 
Gleichungen des Grades [p — 1) reduzierbar. 

§ 162. Die zweite der angegebeneu Operationen kann man not) 
weiter vereinfachen. Es wird T x im allgemeineu complex und von der 

P ° rm 21_»(e M » + .*») 

sein. Führt man jetzt folgenden Ausdruck ein 

■\-(r , + r 1 r-'+(f- , r'+..,)'- , 1 
so wird er, da a und ra~ J , « und «"' conjugierte Wurzeln sind, d« 
conjugierte Ausdruck zu 1\ werden; man hat demnach 
T, . 8, = p (cos ff -+- i sin ff) . ß (cos ff - i sin ff) 

Ferner lässt sich, genau wie im vorigen l'anignipheri, nachweisen, das! 

VT& = (o + bm'+bW -f...) (b-^ o-'^-f«- 2 «-^...) 
zur Gruppe der Kreisteil»ngsgleichung gehurt, und also rational duret 
(! und die Koefficienteu von 1) darstellbar ist. Es sei 

yr^ t = u, 

dann wird, falls mau p- für den Radikanden einsetzt: 


A-endung der Substitutionentheoria. 


elcher nach der VorschnS 
zel zu ziehen ist, hat im 


178 Zweiter Abschnitt. A 

tr=(p-l)-( tt -. + fi 

Eb folgt also: 

Lehrsatz IV. Die Grösse, aus 
von Lehrsatz III) die Quadratw 
Wert p. 

$ 103. Durch das bisher besprochene Verfahren erhielt m« 
weil die Resolvente ö) (p — 1)- wertig war, sofort die vollständig* - 
Losung der Kreisteilungsgleiebung. Mit. Hilfe von minderwertigen 
Resolventen kann man die Lösung auf ihre einfachsten Best<iii'iti>ile 
reduzieren. 

Es sei j)[ ein Primzahlteiler von p— 1, und p i .q i —p — 

bilde man , . . 

(ra + «, m* + «,*«*' + ... + «/ ~- va»' " )>■•, 

worin K] eine primitive Wurzel der Gleichung 

z*, - 1 - 

bedeutet. Da «,, n*, ... «/'> von einander verschieden sind, 

die folgenden Potenzen von a, wieder dieselben Werte -,n 

so können die höheren Potenzen «/■ + ', ... uf— s durch jene niedere» 

ersetzt werden, und wenn man 

Vl) „"„ + &,>» +&** + ...+ 

9l —03» -f ra .v''i + 1 +MU S '" +1 _|__.^ 


setzt, so wird man die obige Resolvente schreiben können: 
(<P<, + «i Vi + «,*% + . ■ . 4- V " ' <P,,, - [ )'\ 
Es kann jetzt durch die früher benutzte Methode bewiesen wer- 
den, dass diese Resolvente sieh heim Einsetzen von W für w niebt 
iindert, dass sie also zur Gruppe der Gleichung 1) gehört und dem- 
nach rational durch ttj und die Roefh'cienten von 1) darstellbar ist. 
Wir bezeichnen ihren Wert mit U^ und erhalten 


«Po + tt i 9>i + -VVs +... + «, f\ ~ V 
Setzt man dann, wieder genau wie oben, 

(9>o + fl iVi + «i M Pi + ■■■ + %» 
("Po + K l Vi + «, Vs -+ • ■ ■ + V "" ' ' 

ao rindet sieh, dass LV' :|) ratioual bekannt, 


.,-1)"' 


-0- 
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1 r * UM p \ 1 

*-£ L" l + VUll "' )+ ü^ VUl(P,)t + '4 

ird. Diese einzelnen Funktionen bleiben für die Einsetzung von c& Pl 

att co also für die Potenzen 

s*, s**>>, s 8 ^, ... #** 
igeändert. Man erkennt: 

Lehrsatz V. Die j^-wertigen Resolventen qp , q> 1} ... <p Pl — i 
3r Kreisteilungsgleichung gehören zu der aus den Potenzen 
*n s Pi gebildeten Gruppe. Man kann sie durch Aufsuchung 
ner primitiven Wurzel von z Pi — 1=0 und Ausziehung einer 
•en Wurzel aus einer dann rational bekannten Grösse be- 
immen. 

Ist p 2 ein zweiter Primzahlteiler von p — 1, und p—1 «i^.ft •&» 
ist die Resolvente 

(» + a^ p% + a 2 2 c^ 2 ^ +• . . + a 8 *- l a>' ( * , ~ 1)A ) A , 
welcher « 2 eine primitive |) 2 te Einheitswurzel bedeutet, auf die Form 

(Zo + a *%i + «/& + • • • + «g fc "" 1 2Ä-0 ft 
duzierbar, wo unter 


rstanden werden muss. Man erkennt, dass diese Resolvente für den 

>ergang von co zu ra^', also für die Substitutionen s* f «*% ... un- 
ändert bleibt und daher durch qp rational darstellbar ist, wenn man 
als gegeben ansieht. Setzt man 

ist auch U {p *> rational in qp , und es wird 

•j p p2 TT (.P2) *** "1 

i r ** 77 (A) A 1 


Lehrsatz VI. Die ^.ft-wertigen Resolventen %>, Xu ... 
p,— i der Kreisteilungsgleichung gehören der durch die Po- 

:zen von s PiP * bestimmten Gruppe an. Man kann sie durch 

12* 
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die Aufsuchung einer primitiven Wurzel von #*>— 1 — und 
die Ausziehung einer 2k' e " Wurzel aus einer durch (p und diese 
primitive Wurzel rational bekannten Grösse bestimmen. 

$ 164. Da dieses Verfahren sich fortsetzen lässt, so folgt: 

LehTBata VT3, Iet p— 1— J>, . ft-A ---i ao braucht man, 
die Kreisteilungsgleichung für die Primzahl p aufzulösen, 
nur je eine primitive Wurzel von 

«R-l-O, 2"= -1=0, *»-l = 0, ... 

zu kennen, und hat dann der Reihe nach eine j?,"> p„" : , pj" 
Wurzel aus je einem Ausdrucke auszuziehen, welcher durcl 
die vorhergehenden bekannten Grössen rational ausdrück- 
bar ist. 

Mit tp„ sind gleichzeitig (je,, gj a , ... *Pj,,~i bekannt, da al 
Funktionen zu derselben Gruppe gehören; ebenso kennt man die Koel- 
h'cienten von 

| (x- m) {x- w' 1 *) (x - <*/"') . .. (z- c^- 1 »') = 0, 
7) \(x-aP)(x-&>' +1 )(x~& 2 * +t )...(z-aJ' h ~ 1)p,+l )--(l i 

Demgemiisa zerfallt 1) nach der Durchführung des im Lehrsatz V) 
gegebenen Verfahrens in p, Faktoren 7). Da die zu einer jeden die- 
ser neuen Gleichungen gehörige Gmppe in den betreffenden Wurzeln 
transitiv ist, so sind alle Faktoren 7) wiederum irreduktibel, so lange 
ausser den Koefficienten von 1) nur ip n als bekannt angesehen wird, 
Nach der Durchführung des im Lehrsatze VI) angegebeneu Ver- 
fahrens ist %n bekannt. Da sämtliche Werte dieser Funktion zu 
und derselben Gruppe gehören, so sind sie auch sämtlich durch & 
darstellbar. Ebenso sind die Koefficienten von 


8) (*-»•)(*- 


o" 2 *" 


»■")(*- 


)■■•(*- 


"•)-0, 


*-)...(;- 


O/'iJ's + In q 


bekannt; jede der Gleichungen 7) wird also jetzt reduktibel und m- 
fUllt inji> ä Faktoren 8), welche wiederum in dem durch #„ bestimmten 
Gebiete 'irreduktibel bleiben. In dieser Weise kann man fortfahren, 
bis man zu Gleichungen ersten Grades gelangt. 

§ 165. Ein Spezialfall ist von besonderem Interesse; derjenige 
nämlich, für welchen alle Primfaktoren von p — 1 gleich 2 sind. 
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Lehrsatz VHL Ist 2 m +l eine Primzahl p, so kann man die 
zu p gehörige Kreisteilungsgleichung mit Hilfe einer Reihe 
Ton m quadratischen Gleichungen auflösen. Das reguläre 
J p Ä =2' w + lEck ist in diesem Falle mit Hilfe von Zirkel und 
Lineal konstruierbar. 

Es wird nämlich eine Wurzel der Kreisteilungsgleichung 

2% , . . 2% , , , 2% . . 2% 
t (o = cos \-ism ? daher Gj~ r ==co5 isin — > 

f P P P P 

t ß} + G)— A = 2 cos — : 

r • p 

S 2ä 

5- demgemäss ist der Winkel — mit Zirkel und Lineal konstruierbar. 

P 
Damit 2 OT + 1 eine Primzahl sei, muss m=2^ werden. Denn wäre 

m=2 u .m il wo m 1 eine ungerade Zahl ist, so würde 

2 m + 1 = (2 2 ^ + 1 

durch 2 2/ ' -f 1 teilbar sein, da für eine ungerade Zahl m x 

a m i-\- 1 

— rV = a m >- 1 — a m >- 2 + a m *- 8 - . . . + 1 
a+ 1 

wird. Für 

f*-0,l,2,3,4 

findet man auch wirklich Primzahlen, nämlich 

4> = 3, 5, 17,257,65537; 

ftr diese sind daher die entsprechenden jp-Ecke konstruierbar. Für 

f*=*5 wird 

2* 5 + 1 = 4294967297 = 641 . 6700417, 

so dass es ungewiss bleibt, ob die Form 2 2/ * unendlich viele Prim- 
zahlen liefert.* 

§ 166. Wir wollen für jp = 5 und p=17 die betreffenden Kon- 
struktionen wirklich durchführen. 

Für p = 5 wählen wir die primitive Wurzel g = 2 und erhalten 

^1, ^-2, </ 2 -4, </ 3 ^3 (mod.5). 


* Vergl. Gauss: Disquisit. arithm. § 362. Die dort ausgesprochene Behaup- 
tung, Fermat habe gemeint, alle Zahlen 2 2V -fl seien Primzahlen, ist von Herrn 
E. Baltzer, Crelle's Journal 87 , p. 172, berichtigt. — Bekannt sind als zerlegbar noch 

2 2 "+l und 2 8 "+l; ersteres ist durch 114689, letzteres durch 167772161 teilbar. 
Beide Resultate hat Herr J. Pe rvouch ine, das zweite unabhängig von ihm auch 
Herr El. Lucas gefunden. 
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i — li Vo 9>i = ?o + Vi ' m 

<p- + g>- 1 =0, 

-14- yg -1-^5 


mtliüorie. 


ander 

Setzt 


a Abänderung der Wurzel « in w- lediglich <p„ und <p, mit 
vertauscht, so ist die Wahl des Vorzeichens bei q> u bell 
man dagegen fest, dass 


2n 


- + isin -i 


soll, so wird 

2« „ . „ 4« 

9> >0, ^!<0, und dann ergeben sich die Vorzeichen 
; angenommen wurden. Weiter ist 

Xo + Xi = 9>ni Xo-Xx^li 


80, w: 


-l + V / 5 + iVlO+2> , 5 



4 — 

Die Wahl des Vorzeichens 
geschah so, dass der imaj 
Teil von « positiv, der vc 
negativ wird. 

Zur Konstruktion des 
Jiiren Fünfecks reicht die i 
nis der Resolvente cp„ — "2 1 
aus. 

Es sei um ein Krei 
dem Radius 1 geschlagen 
dem horizontalen Radius OA 
die Tangente errichtet und s 
AE^ ^-AO — -j gemacht. 

Vi 


0£-Vi+; ■ 
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AI = 2cos- k -• 

5 

Halbiert man endlich 4F in 6f, zieht GHJ//OA und OC #J, dann 

Mid HOC^COJ^ 2 ^ sein, weil cosHOC = AG = cos^ ist. #, 

C, / sind daher drei aufeinander folgende Ecken eines regulären 
JPfinfeckes. 

§ 167. Für p=*ll ist g=6 eine primitive Wurzel. Sie liefert: 

<A 9\ 9\ 9\ f, 9\ f, 9\ 9\ 9\ 9'\ 9 n , 9 X \ 9 X \ 9 X \ 9 X \ 9*\ 
1, 6, 2, 12, 4, 7, 8, 14, 16, 11, 15, 5, 13, 10, 9, 3, 1; 

9 = CO + CO 2 + CO 4 + CO 8 + CO 16 + G} 15 + CO 18 + CO 9 , 

9l c= co 6 + co 12 + co 1 + ra 14 + co 11 + co 5 +co 10 + ö 8 ; 

^o + 9i = ~ 1 - 
Um <p .Vi zu finden, multiplizieren wir in der Art, dass wir zuerst 
je zwei untereinander stehende Glieder multiplizieren; die Summe wird 
«p^ dpin multiplizieren wir jedes Glied von <p mit demjenigen von q> 19 
"Welches unter dem Nachbargliede zur Rechten steht; wir erhalten <p . 
fahren wir in derselben' Weise fort, so ergiebt sich 

Vo • Vi — Vi + Vo + Vo + Vo + Vi + Vi + Vi + Vo = 4 ( Vo + Vi) = ~ 4 - 

Es ist also . 1 . 

Vo + Vi = — l i Vo • Vi = ~ 4 7 

V 2 + V-4 = 0, 

— i + 1/17 - 1 - ya 

<p o= = — ^ — , (Pi= — __ — , 

wo das Vorzeichen beliebig ist, wenn die Wahl der Wurzel co noch 
aussteht. Wenn jedoch 

co = cos znj + * sm t 

angenommen wird, so ergiebt sich zur Bestimmung der Vorzeichens: 

9l _ (»» + c 14 ) + (ö 5 + co 12 ) + (co* + CO 11 ) + (co 7 + CO 10 ) 

ft r 6* , IOjt , 12jt , 14jr~| 

— 2 \C0S jY + COS -y^r + COS -y^r + COS y ? - J 

ft f 6ä 7jt 5jt 3jt"1 ^ a 

= 2 COS j= — COS -p= C0S yj — COS ^ I <0 

und dann sind die Zeichen so zu wählen, wie es oben geschehen ist. 
Ferner hat man 
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%q — co + co 4 + gj 1b + gj 13 , Xi Ä ® 2 + ® 8 + a>16 + G,9 5 

Jfe = g/' + GJ 7 + CO 11 + GJ 10 , jfo — G) 12 + GJ U + O 6 + G) 8 ; 

Zo + ^i = 9o ? asi + &-«i; 

>Mi Ä Zs + Xi + Xo + X* - - 1 , & Jb = Xo + Xs + X2 + Xi = " 1 5 
X*-<P*X~- J Ä 0, X 2 -<PiX- 1 =0; 

Die Verteilung der Vorzeichen ist auch hier leicht zu bestimmt 
Man hat 

Danach wird 

u _ I + y^ + 1 , «, _ |° _ j/sTm , 

Zerlegen wir weiter, indem wir uns auf jfo beschränken, 

^ = GJ + G} 16 , ^ = GJ 4 + CO 18 , 

% + *i -Xo, *o*i-Zi-| + y f 4+ 1 > 

f 8 -Xo^ + X8 = °, 

*o,*i==f ±j/-f-*-*.- 

2ä 8ä 

Da nun # = 2co.Sy=-> ^ 1 =2cos-r=-) also ^ >^i ^> so erhält 1 


*«-2 + V?~*' *»-f-l/ J 


fc "-fc 


Diese Resultate reichen für die Konstruktion des regulären 
zehnecks aus. Es sei um mit dem Radius 1 ein Kreis geschh 
auf dem horizontalen Radius OA werde eine Tangente errichtet 
auf ihr AE = ^ OA = -\ gemacht; dann ist: 

OE=Vl + ± = ^- 
Ist ferner EF=*EF'~EO, so wird 
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AF 


0F= 


YTi - 1 <p 


4 2' 


t man 


ird 


i/? 


+i, 


AF' = 


0F'= 


Vii + 1 

4 


Vi. 

2' 


V-i 


2 


+ 1. 



FH=FO, 
F'H'=F'0, 


AH-AF+FO-& + 
AH'^-AF'+F'O*-? 1 + 




+ !-&■ 


r+' 


-&■ 


halbieren wir in Y, so dass man erhält 
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Jetzt machen wir AS=*=1 und schlagen einen Halbkreis um WS 
Durchmesser; dieser treffe die Verlängerung von OA in K\ demnach 

tol & AK* = AS.AH' = Xs . 

Nehmen wir nun LK*=AY und dann KL = LM=LN, indem wir 
um L mit LK einen Kreis schlagen, so erhalten wir 

AN+AM=2KL = 2AY=x = tl> + 1> 1 , 

AN.AM=AK 2 = AS.AH'=Xs = 4>o- 1 l>i- 

Die grössere der beiden Strecken AN, AM ist gleich # , also können 
wir setzen fc > 

AM= ^ = 2 cos -Jur- 
ist P die Mitte von AM und QP // AO, ODlAO, so werden Ö,D 
zwei aufeinander folgende Ecken des gesuchten regulären Siebzehn- 
ecks sein. 

§ 168. Wir wollen jetzt, unter der Voraussetzung |)>2, den 
Fall p x = 2 behandeln. Ist g eine primitive Wurzel, so wird 

9j = (& + Ctf 3 + G>V* + . . . + Gfi P ~\ 

9>o + 9>i = — 1- 
Um auch g^gpj zu bilden, verfahren wir bei der Multiplikation nach 
der in clen beiden vorigen Paragraphen verwendeten Methode. Es wirf 

cp o9l = [&0+ 1 + (oo'+f + . . . + a>9 p * +* p " 8 ] 
+ [a?+ 1 +a>* t +* + ... + $* +^~ 8 ] 
+ ... 
Hier sind die Exponenten, welche in einer Klammer auftreten, 

entweder sämtlich quadratische Reste, falls der erste es ist; oder 
sämtlich quadratische Nichtreste, falls der erste es ist; oder sämtlich 
gleich Null, falls der erste Null ist. Im ersten Falle ist der Wert der 

entsprechenden Klammer <p , im zweiten q> 1} im dritten * Folg- 

lich wird « — 1 

9>o • 9>i = m i • 9>o + f} h • 9>i + m s ~Y~ ' 


lü 


Da 


Da 


T-» 


S) 




wenn durch die Zahlen m n m 2 , m 3 angegeben wird, wie oft die ein- 
zelnen Fälle eintreten. 
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Ist 2or + 1 + 1 = (mod.p), so wird 2(2« + l) = jp — 1; es inuss 
so — ~ — eine ungerade Zahl sein; dann und nur dann kann der dritte 

all eintreten und zwar auch nur einmal, nämlich für a= — — • 

»her ist « — 1 

w 3 = für ein gerades —= — ? 

m s « 1 für ein ungerades • 

>a 9) .9x rational und ganz in den Koefficienten der Kreisteilungs- 
Leichung 1) ist, so wird der Wert dieses Produkts eine ganze Zahl 
iin. Sonach können wir setzen 

9o9i-^3^2 n== - n (<Po + <Pi)> 

ro n eine ganze Zahl ist. Dann liefert S) 

(m x + n) <p + (m 2 + w) 9^ = 0. 

n dieser Gleichung kann man alle vorkommenden Potenzen von co auf 
olche reduzieren, deren Exponenten kleiner als p sind; dann kann 
aan durch g> dividieren und erhält dadurch eine Gleichung, welche 
Lochstens bis zum Grade p — 2 aufsteigt, und trotzdem mit der irre- 
Luktiblen Gleichung 1) vom (p — - 1)* 611 Grade die Wurzel co gemein- 
am hat. Sie muss also identisch erfüllt sein, d. h. es ist 

m x = m 2 = — m. 

'olglich wird man für die gesuchten Werte m X) m 2 und <Pq.<p x erhalten: 

4>— 3 p— 1 i>— 3 p+1 . i>— 1 




j>-i 


(<P - 9>o) (9 - Vi) - 9> 8 + <P + 4— - - 


- 1 + "[/(- 1)* \ _ -l-"|/(- 


p-1 


, , . _ , , 1) 2 P 

9o = g ' 9lS= 2 ' 

>bei freilich über das der Quadratwurzel zu erteilende Vorzeichen 
shts bekannt ist. 


1 
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§ 169, Wir hetrachten jetzt die beiden Gleichungen 

* (x- a)(x-a^) (x -af) ...(ar - a-' 1 ' *) — 0, 

B, (.•; - &) (x - a"') (x - m*°) . . . (x - &>'' *) = 0, 

deren Koefneicnten bei der Umwandlung von ro in ra** ungeäüdert 

bleiben, weil dadurch die Wurzeln nicht geändert werden. Berechnet 

man somit irgend einen der Koefficienten , und erhält man bei der 

Ausführung der dazu nötigen Multiplikationen einen Summanden rot 

der Form ma", so muss derselbe Koefficient auch 

als Summanden enthalten, folglich »i(p ( , oder m<f> i , jenachdeni a ein 

quadratischer Rest oder Nichtrest mod. /' ist. Demnach wir< 

Koeffieient von der Form / — 


werden und i 
cienten 


m^ + m ?, = 2" 

■ wird durch Einführung dieser Ausdrücke 

x+y'|/(- i)V.,, 


eni « ein 

■in! ii'iirr I 


wo unter X, Y ganze, ganzzahlige Funktionen von x verstanden sind. 
£, erhalt man aus z n durch Umwandlung von a in to^, oder von % in 
9>, , also durch Änderung des Vorzeichens der Quadratwurzel: so 
steht der Ausdruck , — — — 

■ _ *-rK C-i)" r -f 

und daraus _ ( 

_ x l~l _ Jg '-(- 1 )" T "jP- yi 


und mau. hat das 
Lehrsatz IX. 

-r 


Resultat : 
Es ist 


±(^y) = i(x*-i + x?-* + ... + z+l) = X*-(-l) j 

wo X und Y ganze, ganzzallige Funktionen von x bede 

* Die reichhaltige zu diesem KfijiitrO n-c]ii">r;jc Littcnihu- limlet sieh in: 
P. Bachmann, die Lehre von der Kreisteilung u.a. w., Leipzig, Teubner 187!. 
Wir sind der dort gewühlten Darstellung in diesem Kapitel zum Teil gefolgt. Die 
beiden Figuren sind jenem Werke entnommen. 
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Elftes Kapitel. 
Die Abel'schen Gleicbuugen. 

tj 170. Die Kreiste tluugsgleichung bat die Eigentümlichkeit, dass 
jede ihrer Wurzelu eine rationale Funktion jeder andern ist Wir 
«wenden uns jetzt zur Behandlung derjenigen irreduktiblen Gleichun- 
aj«n, bei denen eine Wurzel x\ eine rationale Funktion Bfa) einer 
Midereu Wurzel .c, der Gleichung ist. Es ist ersichtlich, dass diese 
GS-leickungen die Kreist ei! uugsgleichungen als speziellen Fall umfassen. 

Es sei 

üe gegebene irreduktible Gleichung; zwischen zweien ihrer Wurzeln 
»?!, %\ bestehe die Beziehung 

2) A-9W, 
Wo wir unter eine rationale Funktion verstehen. Dann ist 

fW-o, fl0(*,)]-o, 

so dass die irreduktible Gleichung 1) mit der Gleichung 

3) f\0(x)i-O 
eine Wurzel gemeinsam hat. 8) wird daher für alle Wurzeln von 1) 
befriedigt werden; speziell wird x\ = (^,) eine Wurzel von 3) sein. Aus 

folgt dauu weiter, dass 0[0(a^)J eine Wurzel von 1) ist. Deshalb ist 
diese Grosse auch eine Wurzel von 3) und daher 0|0[0( a 'i)H eiue 
solche von 1) u. s. w. Fuhren wir nun folgende Bezeichnungen < 

0[0(l)]-0"(l) ; l[f(.J.,'[)(l!l-f(i), ..-, 
so erkenneu wir, dass alle Glieder der unendlichen Reihe 

*,, 0(x,), (>( % ), 0'fo), ... 9*(.^), ... 
Wurzeln der Gleichung 1) «ind. Da diese aber nur eine endliche An- 
rall von Wurzeln besitzt, so ergiebt sich durch eine vielf» " hemtri ' 
Schlussweise, das., es in unserer Reihe eine Funktion »'" W ~ 

dem Anfanf 
hergehenden Funktionen 

. *., 0(.t,), &>(.,,),.. .0— (jg 

g '"""f ' e " ch «de„ sind. Diese ersten », Werte rep.odu«eren 
,cu dann be, de, Fo rt eetzung der Mi., so dass z. B. " ur d " G1 ""''" 


\90 
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a der Klei- I- 




Jen Anfangs wert annehmen, und ilass für ft<m nur 
wir(1 0' (*,) -«'•+» (*,) _ S-+' (I.) - . . . 

Giebt es ausserhalb des so erlangten Systems von w Wurzeln '■'■■ 
noch andere, welche der Gleichung 1) geniigen, so sei .i- ä eine aol< 
Auch diese befriedigt 3), also ist fl(.T 2 ) eine Wurzel von 1) (Li 
Wir finden daher hier eine Reihe von (i von einander verschieden« 
Wurzeln 

x 3 , Öfo), 0"(3i), ...ft'—'ixs). 

Da die Gleichungen 

4) 9"{y)-y— o, &"(»)-*-o 

mit der irreduktiblen Gleichung 1) je eine Wurzel y = x i 
tneinsam haben, so haben sie alle gemein mit ihr; die erste 
chungen 4) wird also durch ;r a befriedigt, die zweite durch x,. Folg- 
lich ist m ein Vielfaches von fi und (i ein Vielfaches von w, d.h. e* 
ist m = p. 

Ferner sind alle Wurzeln der zweiten Reihe von denen der ersten 
Reihe verschieden. Denn aus der Annahme 

«•(*,) -»■(*,) (», b<m) 
würde durch Anwendung der Operation ß'" - ' 1 folgen 

d.h. es würde x t in der ersten Reihe vorkommen, was 
nahmen entgegen ist. 

Sollte es ausser den 2m so erhaltenen Wurzeln noch eine andere 
x a geben, so wiederholen sich dieselben Schlussfolgerungen. Man 
erhält: 

Lehrsatz I. Wenn eine Wurzel einer irreduktiblen Glei- 
chung /'(.t) = eine rationale Funktion einer anderen ist, so 
verteilen sich die Wurzeln in v Reihen zu je m Wurzeln der 
art, dass die Tabelle 


4, flfa;,), Ö 8 (^), 


entsteht. Hie 


I z„ 6(i,), 6 
ist für «=] 


«... 

, 2, 3, 


' («0, 

■w 


«-(«,)- 


nd der Grad der Gleichung /"(,c) = ist i 
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Hiernach können wir die Gruppe der Gleichung 1) bestimmen, 
oer die Vertauschungen von # n # 2 , ... #• unter einander ist durch 
e blosse Angabe, dass eine Wurzel eine rationale Funktion einer 
Lderen sei, noch nichts vorgeschrieben. Es ist also jede Substitu- 
*n unter x x , x 2 , ... x v erlaubt. Ersetzt man aber x x durch x 2 , so 
sht die ganze erste Reihe von 5) in die zweite über u. s. f. Die 
ruppe von 1) ist also imprimitiv. Sie hat v Systeme der Impri- 
itivität zu je m Elementen. Die Vertauschungen der v Systeme 
iter einander sind willkürlich. Setzt man dagegen für x a ein 0*(#«), 
• geht d*(x ) in 0* + *(#<*) über. Innerhalb eines einzelnen Systems 
nd also nur m Substitutionen möglich. Die Ordnung der Gruppe 
>n 1) ist also r = v\m r . 

Lehrsatz II. Die Gruppe der Gleichung 1) ist imprimitiv; 
e enthält v Systeme der Imprimitivität, die den einzelnen 
gilen von 5) entsprechen. Die Ordnung der Gruppe ist 

r = v\m r . 
§ 171. Wir stellen jetzt folgende Resolventen auf: 
9l = x x + fo) + 2 (x t ) + ...+ 0"'- 1 fo), 

<p 2 = ^ 2 + 0(^) + 2 (^)+...+0 m - 1 (^), 


endet man auf q^ irgend eine derjenigen Substitutionen der Gruppe 
a 1) an, welche die Systeme der Imprimitivität ungeändert lässt, 
bleibt auch (p t ungeändert; wendet man eine Substitution an, welche 
B. x x in d*(x a ) überführt, so geht zugleich damit 

0(x x ) in 0*+ l (s.), 2 (*i) in e i + , (*«), ... 
d demnach q> t in (p a über. Es ist also tp l eine v- wertige Funktion, 
i y x , qp 2 , . . . q> v sind ihre verschiedenen Werte. Die zu <p t gehörige 
uppe besteht aus den m v Substitutionen, welche die einzelnen Systeme 
ht ändern, kombiniert mit denjenigen, welche die zu qp 2 , qp 3 , ... <p r 
lörigen Systeme unter einander vertauschen; ihre Ordnung ist also 
— 1)! m\ 

Jede symmetrische Funktion der <p ist in den Koefficienten von 
rational darstellbar. Man hat also als bekannt anzusehen 

s i (<Pi) Ä Vi + 9>2 + • • • + <P"> 


1 somit sind die Koefficienten der Gleichung v ten Grades 
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6) <pr_ Si.y^ + Ss. <?*-*-.. .±S, = 0, 

von weither ip,, y.,, ... <p, abhängen, bekannt. Ohne weitere spesiali 
sierende Voraussetzungen über sc,, J' 3I ... ■>', lässt sich von dieser i.flei- 
chujig nichts Besonderes aussagen. Wir sehen: 
Lehrsatz IH. Die Reaolvente 

9l -x l +e(x 1 ) + P(x 1 )+.. .+#»-*&) 
hängt von einer Gleichung v u * Graden ab, deren Koefficieutea 
rational durch diejenigen der Gleichung f(x) = ausdrücke 
bar sind. 

§ 173. Nehmen wir an, auf irgend eine Weise wäre <pj uus be- 
kannt geworden, dann kann die Rechnung genau nach der im vorigen 
Kapitel verwendeten Methode weiter geführt werden. Wir bilden, 
dort, eine cy kusche Funktion 

'1\ - [«, + ©Ö fa) + 0*0* (ig,) + ... + a"- l Q"-' fo)]*, 
wobei co eine primitive Wurzel der binomischen Gleichung 

*"-l-0 
sein soll. Ersetzt man in T, die Wurzel x, durch öfo), ao geht T, in 
\6 («,) + ra0 ä («,) + . . . + ra"-*«—' (aO + o»- '. aj" 

= m» [0 (kJ + ra0* &)+...+ »— , 0"- 1 («,) -f o—' aj" = f, 
über. 7'[ bleibt also für alle Substitutionen ungeäudert, die 91, nicht 
ändern, und daher hat man T i als rationale Funktion von ip i 
sehen. 

Wir betrachten ferner den Ausdruck 
U, + m l 6 (s,) + tD"6 a («,) + .-.)• 0, + mfl (*,) + « a Ö ä («J + . . .)"- 
dann weist sich auch dieser als zur Gruppe von £>, gehörig und dem- 
nach alB durch <r, rational ausdriickbar aus. Wir setzen ihn 
T) und finden 

x, + c.e («o + B B ä <x) + . . . + «"—r- 1 («o = fr^ 


,Tj + CJ ä fo) + O 4 ä («,) + ... + « 

>>— 8'—fe)-^f5?, 

ineare Kombinationen dieser Gleichu 

igen geben die Wurzel werte 

^-ifft + V^+f v' ä ?+- 

. + Y^]< 

« (*,) - S t'"' + " V f < + "' T ' ^ 

+...+„— ■^-'v'iJR 
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Lehrsatz IV. Sind 

ie m Wurzeln einer Gleichung »i""' Grades, wobei d(x) eine 
ationäle Funktion bedeutet, für welche Ö"(a^) — *i ist, so 
ann man diese Gleichung auflösen, indem man eine primi- 
ive Wurzel von z'"— 1=0 bestimmt, und aus einer bekann- 
en Grosse die )«'" Wurzel zieht. 

Lehrsatz V. Sind zwei Wurzeln einer irreduktiblen Glei- 
lung eines Primzahlgrades so mit einander verbunden, 
aas die eine von ihnen als rationale Funktion der anderen 
arstellbar ist, so kann die Gleichung algebraisch gelöst 
rerden. 

Denn man hat m.v=p und f»>l; folglich ist m=ji und v=\. 
Falls alle in f(x) und in (x) vorkommenden Grössen reell sind, 
aon man hier weitere Reduktionen eintreten lassen, welche sich auf 
ie Ausziehung der m Ua Wurzel beziehen. Man kann 

oreh die Koefficienten von /', 6, tp t und durch a darstellen. Das 
luftreten von i = Y— i kann unter unseren Voraussetzungen nur von 
• herrühren, so dass 

T,„_ , = (x, -f a- < 9 (x,) + <*-*& (x t ~) -+ . . .)'" = p (cos & - i sin &) 
ad daB l'rodukt der beiden eonjugierten Grössen 

2\.T„ 1 _,= <,* 
'ird. Andrerseits ist die m te Wurzel aus diesem Produkte 

ir die Substitution von 0(3:,) statt x t unveränderlich und also durch 
ekannte Grössen rational darstellbar; es sei der Wert dieser m" a 
Wurzel gleich IJ. Dann wird 

f + 2ijj , , , fr + 2Itn' 




V'A-VU{ 


- +'(SiM ■ 


Lehrsatz vi. Die zweite der im Lehrsatz IV) angegebenen 
perationeu kann, falls alle in f(x) und d(x) vorkommenden 
re ell sind, durch die Ausziehung einer Quadrat" 
aa einer bekannten Grösse und durch die Teilung 
a *»nten Winkels in m gleiche Teile ersetzt werden- 

* tntla "aotheorl*- 13 


rösi 
nrze 
ines 
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$ 173. Ist die im Lehrsatze IV) angegebene Zahl m eine 
sauimengesetzte Zahl, so kann man speziellere Insolventen zur Lösung 
verwenden. Ist tu -=»»,.»(',, wo i», ein beliebiger Teiler von ui sein 
mag, so setzen wir 

*,-!» + 6-' (*,) + 0*"" (*,)+...+ 0""'' - ,) "" 0,), 

^=fl(^)+e"" +, (^)+ö ä "" +, ^)+---+e ( '"''" L, "" + L 6'i)> 
^„, = r- l (^) + e s '"'"'(^) + 9 3 """ l (^) + --- + ö""""- | (-f 1 }> 

und betrachten die Resolvente 

fa + o, («,) + «,«0» (*,) + . . . + «,« " ■ 0— ' ^,)]"", 
in welcher ßj eine primitive i«," lilinheitswurzcl bedeutet. Diese In- 
solvente ist gleich 

sie bleibt bei der Einsetzung von 6(x,) statt j,, durch welche die 
Vj , ^> if ... i^ m , cykliseli verschoben werden, nngeiiudert und ist also 
durch «! und bekannte Grössen rational darstellbar; wir setzen diesen 
Ausdruck gleich £/,''"'' und erhalten 

*i + «i*» + «i v 3 + . . . + «,"" - '*„, - vo,* "'. 

Nimmt man dann, wieder genau wie oben, 

so findet sich, dass 1'/'"^ rational bekannt, und dass 

*• ~ .», [«■■ + »■" ' i 77 ^ 1 ' + «•"' n ™ v^v«' +■■■]. 

Lehrsatz VII. Die w;,-wertige ltesolvente $.; kann erlauft 
werden, indem man eine primitive Wurzel von z m < —1=0 auf- 
sucht und aus einer bekannten Grösse die im/* Wurzel zieht 
Da dieses Verfahren sich fortsetzen liisst, so folgt: 
Lehrsatz VIII. Sind, unter eine rationale Funktion ver- 

■'""''"'• ,„« W ,»'W,..r-(«,) [*«W-*J 

die Wurzeln einer Gleichung »i/™ Grades, so braucht man, 
wenn « — nt l .m i . m a ... ist, zur Auflösung dieser Gleichung 
nur je eine primitive Wurzel von 
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f«-l=0, 0^-1=0, s™»— l-=0, ... 

su kennen, und hat dann der Reihe nach eine w^, w 2 te , m 8 te , ... 
Wurzel aus je einem Ausdrucke auszuziehen, welcher durch 
lie vorherig bekannten Grössen rational ausdrückbar ist. 

§ 174, Wir können die Lösung noch auf eine andere Art be- 
werkstelligen. 

Es sei m = m 1 . m 2 . . . m , = m 1 . n x = m 2 n 2 = . . . « w w »oi; dann kann 
man, wie gezeigt ist, folgende Gleichungen aufstellen: 

^(aO-O, mit den Wurzeln s n Wl (^), 2mj (^), ... (Wl "- 1)Wi (^i), 
deren Koefficienten rationale Funktionen einer Resolvente 
Xi =#i + Wl (^i) + ... sind; & ist die Wurzel einer Gleichung 
m^ n Grades h x {x)^0. 

g 2 (x) - 0, mit den Wurzeln x x , ff*fa), 2W2 (^), ... O^^fo), 
deren Koefficienten rationale Funkfcionen einer Resolvente 
%% z = : x 1 -\-$ m *(x x ) + ... sind; fc * s * die Wurzel einer Gleichung 
w 2 ten Grades ä 2 GÖ Ä °- 


At) 


A,) 


A„) 


fc(s)-0, mit den Wurzeln ^, Ww (^), 2W£Ü K), ...0 (nw - 1)mtü (^), 
deren Koefficienten rationale Funktionen einer Resolvente 
%oj = sa X l + d m(a (x 1 ) + ... sind; % w ist die Wurzel einer Gleichung 
mj* n Grades h aj (%) = 0. 

Wählen wir nun m l} m 29 ... m (0 so, dass sie zu einander relativ prim 
sind, dann haben 

9i 0*0 — 0, g 2 (x) = 0, . . . jf w (#) = 

nur die eine Wurzel x x mit einander gemeinsam. Diese kann also 
mittels der Methode des grössten gemeinsamen Teilers rational durch 
die Koefficienten von g 19 g 2y ... g m d.h. durch die Koefficienten von 
f(x) und durch % n # 2 , ... # w ausgedrückt werden. 

Die Auflösung von f(x)*=0 hängt sonach von der Kenntnis je 
einer Wurzel der Gleichungen 

*i(z)-o, A,Gö-o,...k.Gö-o 

der Grade w n m 2 , ... w^ ab. Hat man 

m^p^.p^. ...pj*°\ 
wo p l} p 2 , ... p w die verschiedenen Primfaktoren von m bezeichnen, 

so lst m x = p*, m 2 = p 2 a ^ . . . m ü , = #,«» 

zu wählen. Falls für eine der Gleichungen hx(%) = der Exponent 
CK* grösser als 1 wird, muss man zur früheren Methode der Lösung 
zurückgreifen, um ein %x zu bestimmen. 

13* 
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§ 175. Um fiir-die soeben behandelten Gleichungen ein 1 
bilden, nehmen wir 

+ ß l _ nx + ß 
yx + S 


und bezeichnen weiter 


»(*)- 




9"'W- 


„.z + ft., 


r(x)- 


Da aber auch 

,0.,» + ft) + ft,-i(y,g+J,) 
1 C«,* + ft) + J,,-.0 1 * + 4,) 
ist, so ergiebt die Vergleichung beider Ausdrucke 

«■-«,«.— ,+ftft,-,, ft.-ft«— , + »,fl.-i, 
y™^ Ki y«!— i + j 1 ! S,„_ i, d„, = 0, y,„~i + ^^wi-i- 
Aus ihnen kann man sofort die Gleichungen erlangen 

7) *„K-Kr. -(«■«■ -ft »-J C« — .* — i-P — ■ )■— 

Wir suchen jetzt die Bedingungen dafür auf, dass 

V(x)-x 
wird. Zuerst bereiten wir jedoch durch Division mit 

yaS — ßy respektive Yßy—ad, 
jenachdem aä — ßy positiv oder negativ ist, die Koefiicienten so zu, da 

8) uÖ-ßy^ + 1 

wird. Null kann die Grosse ad — ßy nicht sein, weil sonst 

•W-4-ü 

w o y 
würde. Ferner berechnen wir diejenigen Werte a 1 ', ^", welche (lim 
ungeändert bleiben, bei denen also 

7 i' + («-«).r--|5-0 
ist. Es findet sich, jenachdem tcä — (iy — f- 1 oder = — 1 ist, 




d daher 


JfflT — K 

ya/'-a 
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A) Wir setzen voraus, dass cd von rf r verschieden, also N nicht 
;leich Eins sei. Dann wird 

6(x) — af _- x — x* 2 (x) — z J __, x — x r 

— l—i = yv • 1 — — = AT* • 1 • • • 

d(x)-aP x-aT <P(*)-a? 1V *-«"' 

e-(*)-^ *-«"' 

?f m = 1 ist daher notwendige Bedingung dafür, dass ff^x — x wird; diese 
3edingnng ist auch hinreichend, denn aus ihr folgt 

d m (x) _ x 
st?-x" a!-x" 

ind, da otf von x" verschieden ist, auch 
Die Bedingung N m = 1 oder 

:ann durch komplexe oder durch reelle Werte der Klammer erfüllt 
werden. 

Im ersteren Falle werden die oberen Vorzeichen gelten; äusser- 
em wird ( ct + ö \* 

ein, so dass wir setzen können 

— — = cos — ) 

2kmit . . 2kmit 

cos i sin • 


, T / kit . . Ajr\ 2m 
N m = [cos * sin — ) = 


2s muss sonach, wenn A, ^ keinen gemeinsamen Teiler haben, (i = m 

ein; d. h. es wird 
, kN a-\~6 kit 

9 ) — — = cos — > 

2 m 

ro A eine beliebige zu m teilerfremde ganze Zahl ist. Ist also 9) er- 
frllt, so wird aus der Reihe #, d(x), 2 (#), ... die Funktion B m (x) die 
rste sein, welche den Anfangs wert x liefert. 

Wenn die Klammer reell ist, so kann sie nur die Werte *— 1 , + 1 
»ttiiehmen, falls eine ihrer Potenzen gleich Eins werden soll. Die An- 
nahme JT=+1 würde auf ^=^' führen, was ausgeschlossen ist. Die 
Annahme N=— 1 liefert 

a + <J = 0, a 2 4-0y=l, 

6*(#) = #, was wegen w = 2 mit der Bedingung 9) übereinstimmt. 
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B) Es ist nur noch x' = x Jt zu betrachten. Hierfür erhall 

folglich muss das obere Vorzeichen gelten und es wird: 

I) a + d = ±2. II) ad-ßy = + l. 

Diese beiden Voraussetzungen ergeben leicht: 

(2*qFi)£+20 

e ./ J a_ (3« : F2)*+ 3fl 

0m /^n = [m «T(w-l)]a! + m/» 
^' wya; + [>»d^(»t — 1)] 

Soll nun m (a;) = a; sein, so würde aus der Gleichsetzung folg 

ya; 2 + (d-«)a:-/3-0, 

d. h. es müsste schon (x) = x sein. Ausserdem erkennt man, 
m sich mit wachsendem m asymptotisch dem Werte nähern 

Es hat sich somit gezeigt, dass 

An: 
m 

die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür sind, 

W (s) 
die erste der Punktionen &*(%) wird, welche den Wert x wi 
nimmt. Dabei muss X relativ prim zu m sein. Für 191 — 2. 
zweite Bedingung fort. 

§ 176. Wir haben in § 171 die Gleichung v ten Grades 
gestellt, welcher 

<p 1 = x 1 + 0(x 1 ) + 6*(x 1 ) + ... + d m - 1 (x 1 ) y 


Üs Wurzeln zugehören. Diese Gleichung ist ohne besondere 

Voraussetzungen eine allgemeine und daher, wie wir späte 

•werden, nicht lösbar. Wenn diese Gleichung 6) jedoch t 

Eigenschaften hätte, wie 1) sie besass, so würde die in de 

Paragraphen dieses Kapitels angegebene Methode, durch we' 
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n 1) auf 6) gelaugten, in ihr« Verwendung auf (i) eine neue Re- 
iktion dieser Gleichung hervorrufen. 

Die erste Eigentümlichkeit von 1) bestand in ihrer Irreduktibili- 
Wir zeigen: 

Lehrsatz IX. Die Gleichung, welche $>,, <p it ... <p, zu Wur- 
■ln hat, ist irreduktibel. 

Wäre dies nicht der Fall, so wäre die Gruppe von 
<p" ~ Sj .tp'- 1 + S l tp''~ i --- „.'jfftifO 
transitiv. Die transitive, impriinitive Gruppe von 1) besteht aus 
Institutionen von der symbolischen Form 


t- 


übei 6 a nur die t 


-k 


. (p, versetzt, 


obei ferner 

-'Ml 

t und der Ausdruck der Substitution t im Sinne von § 73 aufzufassen 
Die ß„ (nicht mehr symbolisch genommen) bilden die Gruppe 
m G); wäre sie intransitiv, so würde wegen der Form von t dasselbe 
it der Gruppe von 1) stattfinden, d. h. es wäre gegen die Voraus- 
*tzung 1) reduktibel nach § 154. 

§ 177. Die zweite Eigentümlichkeit von 1) bestand darin, duss 
ine ihrer Wurzeln ;u\ durch eine andere u\ rational ausdrückbar war. 
daraus folgte, dass für s^f=d(x 1 ) 

,,, 0(. Tl ), *(*), .„■*»-*&,) 
amfiills Wurzeln von 1) werden, und dass wegen 

tch JC[ rational durch *', ausdrüekbar wird. 

Es wäre nun eine scharfumgrenzte, berechtigte Aufgabe, unter den 
solche weitere Beziehungen aufzusuchen und festzusetzen, dass auch 
i 6) eine Wurzel <p., rational in ( p 1 darstellbar wird, und die Glei- 


ung gilt: 


t( Vl ). 


e allgemeinen Bedingungen hierfür sind aber wohl nicht in über- 
ihtliche Form zu bringen. 

Wir behandeln daher statt der allgemeinen Frage nur denjenigen 
lezialfall, in welchem aus einer rationalen Beziehung, die zwischen 

und (p ti besteht' auch eine solche zwischen X a und x fl folgt, d. h. 

soll 
R) x ß = Rat. (x„) aus <p ? — Bat.! (<p a ) 
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sich ergeben. Dieser Fall kann völlig erledigt werden. Notwendig 
ist aber die in B) enthaltene Voraussetzung nicht. Dies zeige folgen- 
des Beispiel. Es seien 

6 W"^i' •C%)-^r I '-»(%)-^ =I 

die Wurzeln einer Gleichung zehnten Grades; dann wird 

/£ 2 Qß 2 

9i = *i + 0(aO=— S* g> 2 == =^2 + ö(^2)- 2 - 


Setzen wir nun fest, dass 

1 j _ # 2 2 a^ — 1 


- 


qp 2 = oder 




9 X + 2 cos -p- 2 — a^ 2 + 2 cos ^- (a^ — 1) 


wird, so ist den geforderten Bedingungen genügt; zwischen den Grössen 
9i» 9>2 besteht die Beziehung 9? 2 = Rat. 1 9? 1 , aber aus dieser Beziehung 
zwischen qp x und qp 2 kann keine rationale Beziehung x 2 ^Rai.x 1 ab- 
geleitet werden. 

Wir nehmen also B) als giltig an. Da nun 

92 "= T (9i) 
sein soll, so erlaubt dies einen Bückschluss auf 

es gelten demnach für 1) die beiden Beziehungen 

^i^ÖOi), ^-=öi(«i); 
also wird, da 6) dieselben Verhältnisse aufweisen soll, 

^^^W» 9s — *i (9i)- 
Daraus folgt dann wieder ^ ^a / \ 

u. s. w.; d. h. alle Wurzeln von 1) sind rationale Funktionen einer 
unter ihnen; nur dann kann i>ei 6) das Gleiche stattfinden. Demnach 
haben wir zu setzen: 

A l) 3*1 — Ö 0»i), #2 *= öl (#i), # 8 — ö 2 0*l)> ' ' • ^ = ö *~ l( X l)f 
B l) 92 = r (9l)j 9s = r i(9l)> 94 = r 2(9l)j • • • 9* == ^-2(91)- 

Die Existenz der Beziehungen A x ) ist für die Erfüllung der Forde- 
rungen B x ) notwendig, aber noch nicht hinreichend. Damit 

92 " * (9i) 
sei, muss qp 2 bei der Anwendung der Substitutionen ungeändert blei- 
ben, welche <p x nicht ändern, also bei der Einsetzung von d(x t ) statt 
x v Wir haben 


ft— V 
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fede symmetrische Funktion der Grössen a^ ( 9(j~ 2 ), 3 (^g), ... ist durch 
u a rational atisdrnckbar und umgekehrt; bleibt daher g> 3 bei der Ein- 
etzung von 8(3.',) statt a", ungeändert, so findet dies bei jeder sym- 
metrischen Funktion S der m Grossen a; ä , 9(x i ), ... statt. Es ist 
emnach 

Sl9 l (z t ),99 l (x l ),9 i 9 l (x l ),...}-S[9 i e(x l ),99 l 9(x l ),9 i 9 l 9(x l ),...]. 
insbesondere müssen die Eoefficienten der Gleichung, welche die Wurzeln 

0i(tf,), ÖÖiOi), »'ÖiW, ■.-0"" 1 » 1 («i) 
.at, mit den entsprechenden derjenigen Gleichung übereinstimmen, 
,«r die Wurzeln 

9 l 9(x 1 ), 60,0(3!,), 6*0,0«!, --.Ö"-'©^^,) 
."«gehören. Beide Reihen stimmen daher in ihren Elementen überein, 

Verden. Dies ist notwendig, damit "P s = t(<Pi) sei; es ist hierfür auch 
»rinreichend. Denn unter dieser Voraussetzung wird 
> 1 6(x 1 )4-ee,6(^)+e a e i 0(.r I )+... = 6'"O 1 (x l ) + a ' + i e i (a; 1 )+...+e*'- , e i (a; 1 ) 

=o 1 (x 1 )+ee 1 ( 3; ,)+0 ! 1 cx 1 )+...= ( p a , 

*o dass cp 2 wirklich bei der Substitution von ö(a:,) statt x t ungeändert 
bleibt. Da mit tp 3 , rp t) ... (p, dasselbe stattfindet, so erhalten wir die 
Reihe von Bedingungen 

K) MW-^*tWi WW-^Wi e a fl(*»)-^e B (*i) ■■■ 

and wissen, dass die Erfüllung von A,) und A^) notwendig und hin- 
reichend dafür ist, dass die Gleichungen B,) auftreten. 

Damit ist die Frage aber noch nicht abgeschlossen, denn die 
Gleichung 6) soll, um die Reduktion bis zu Ende zuzulassen, dieselben 
Spezialitäten besitzen wie 1). Wir müssen also A s ) in eine neue For- 
derungsreihe für 6) übertragen: 

b 3 ) «ttCvO-^'ita). *i<vi)—^ , h(vi)j ■■■; 

somit werden den Wurzeln x lt a/,, ... von 1) neue Bedingungen auf- 
erlegt werden müssen. Es ist 

s ..(,).^»Wt....HWtH(<,)+.., 
*,-«i(¥i.)-ai + 6(%) + ...-«,« + 99,(*i) + ... 
Verwandelt man also in dem Ausdrucke 

oj 1 -3! 1 + 9(i 1 ) + S > (j; 1 ) + ... 
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x x in ^(«i), ho geht <p, in r{rp t ), und verwandelt man z t in Ö*( J i)> 1 
geht 9>[ in 1,(91) über. Führt man flies in den beiden obigen Glei- 
chungen durch, so entsteht 

t, tfa) - 0,6, te) + 66.6, (*,) + 6*0.0, (*,) + ..., 

**(<ft)-tT(?,)-e, i te)+e0 1 »(^+e*8 x H»i)+-.-, 

%<>> (<*>,) - 0/' te) + 0/> te) + 0*0/' (*,) + . . - , 
I c, t r l ( o , l )=e/.e 4 (.-, 1 )+ee ]1 ',e s te)+ö s 6,'''0 s te) + ... 

Infolge von Fl,) muss also Bein 

0*0i te) + 00 s 0i te) + ---=0Mte) +ee 1 *e t te) + ... 

Wir werden die Gleichheit d«r einzelnen Glieder links und rethts 
nachweisen. Unter S verstehen wir eine beliebige symmetrische Funk- 
tion von m Grössen und setzen: 

^^Ste^teJ^^te),...], 

* B -ste,0te),0 , te) ) ...j=s[0 1 te),60 1 te),...], 

ft-Sfo, 0te), s teV-.]=<S[0.te), 00 a te),---]. 

Dann gehören ii>, und rp, zu derselben Gruppe; ebenBo ty» und tp» 111 
einer und derselben und auch 4> A und tp s . Da aber ip il (f H rational in 
ip l sind und umgekehrt, wie sich aus dem ersten Teile dieses Para- 
graphen für die Grössen x, und x\ ergab (S. 199), so werden tf- u % 
q? a zu derselben Gruppe gehören; folglich ist dies auch bei ip lt f ti f% 
der Fall, und wir erhalten die Gleichungen, in denen das Argument 
x t unterdrückt ist, 

*.-*>(*i), *fc~»i(*i), 
4>i — Z(*i)i *a = #1 (0i> -l(ft) - Z Vi(6i)i *>■ — xOs)- 
Verwandelt man in der Gleichung 

*i = «>, (#1) - x (<p s ) — z*» Oi) 

#, in sc. und damit rp, in <Pg = t(<Pi), ^1 in ^ s = 01(^1,), so entsteht 
«H ^ (*a^ *= * fS * (Vi)}- 

Ebenso erhält man durch geeignete Substitutionen 

^ö 1 fK- 1 ) = xK'%C9'i)], 
so dass aus der Gleichheit der rechten Seiten dieser beiden letzter 
Gleichungen, welche gemäss B s ) bestehen soll, der Schluss zu ziehen 
ist, dass , . . 

sein wird. Geht man auf die Bedeutung der m zurück, so folgt, dass 

fi[6, 0,te),0 0* 0,te),0* ä 0i te), ■■■ 0'"' 1 02 0ite)] 

- S [6, A 2 te) , 0^ S te) , 6 2 0/< % te) , . . . m " ' 6/. 0, te)] 
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das Element x 1 in 

MW, M(*i)»—; M1O1), MiOi)»---; — 

und die Produkte 

werden dasselbe Element x, in 

umsetzen; wegen der Bedingungen A s ), A 3 ),... Oben also 
s 1 s und s^'S,, s,s und s"*s s ,...; s g Sj und s^s/'S^, s R s t und sAjiijj 
auf .r, denselben Einfluss aus. Bei den Gruppen li, mit denen wir » 
hier zu thun haben, bestimmt die Umsetzung eines Elementes bereit« 
die gesamte Substitution (§ 90); daher ist 

A 2 ) s 1 s = s tt 'S 1 , s s s = s^s s , ... 


Umgekehrt kann man aus der Transitivität schliessen, dass die Gier 
ehung irreduktibel sei; aus dem Umstände, dass ihr Grad ihrer Ord- 
nung gleich ist, folgt die Eigenschaft der rationalen Darstellbar» 
aller Wursteln durch eine einzige; aus den Beziehungen v4 a ), ^ s ), 
lassen sich die Beziehungen A 2 ), A 3 ) ableiten. 

Als Beispiele für solche Gruppen mögen folgende beiden 
I) s = {x^x^x^j (x i x fl x e x,') , s, = {%{,Z t ) (Xify) (*B«e) C x s x *)i 
zwischen diesen Substitutionen herrscht die Beziehung 

II) Es sei p eine Primzahl, a gehöre zum Exponenten r (niod. p). 
dauu geben 

% — (#1,0) a*, o,.-. #»•,<>) (#1,1, *»,«1- ■■*r,a r - 1 ) ■■■ 


inl ich 




...fe 

,_1, «!,{,_ !)„,.. .» ri ,^_ 

) O -0 

eine 

Gruppe 

von der ver 

angten Beschaffenheit. 

Es wird 



s 2 s, die 

Wurzel #„,,„ in £fo4-l| 

„+i, 



%** fl 

S*,« » x m+1 , 

■+•*■ 

umn 

and ein. 

Bestimmt n 

an demnach Kj durch c 

ie Kongr 


<*% = ! (mod.jj), 
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$ 179. Wir stellen jetzt folgende Definition auf:* 
Definition. Sind alle Wurzeln einer Gleichung rationale 
wnktionen einer einzigen a^, und sind die rationalen Be- 
gebungen derart, dass, wenn 

*,, e,(i,), 9,(1,), ...»„_,(*,) 

5e « Wurzeln bedeuten, dann die Gleichungen 

«stehen, so heisst die Gleichung eine „AbeTsche Gleichung ■ 

Es folgt nun weiter: 

Lehrsatz XI. Abcl'sche Gleichungen sind algebraisch aut- 
*5sbar.** 

Wie wir sehen, bilden die Äbel'schen Gleichungen, abgesehen 
*«n der im vorigen Lehrsätze X) vorausgesetzten Irreduktibibtüt, 
»inen Spezialfall der dort behandelten Gleichungen. Sobald daher 
nachgewiesen ist, dass jeder irreduktible Faktor einer Abel'- 
»«hen Gleichuug, gleich Null gesetzt, wiederum eine Abel'- 
iehe Gleichung liefert, haben wir die Richtigkeit des neuen Lehr- 
»»tzes dargethan. Es seien 

swei irrednktible Faktoren des PoIynomB der vorgelegten A.bei'sehen 
CJleiebung; der erste möge, gleich Null gesetzt, 

■) I,, «,(«,), «i(aO,...&--iOO 

•Js Wurzeln besitzen, während »(*,) eine Wurzel des zweiten »ei- 
Dun liefert der erste von beiden Faktoren, gleich N» H g« B " tzt > sldiet 
sine irreduktible Abel'sche Gleichung. Nun haben 

/;(*)- o, /,[»(*)] — ° 

aiae Wurzel gemeinsam, nämlich T ,j folglieh hat f,lß) » n * z " Wm "™'" 

E »W, »[6,(1,)], »[6,(l,)J, •■■ »rfl,~i(*> ] ' 

and diese gehen, wenn man die Gleichungen der Voraussetzung an- 

wendet, in 

*■"> »M, e,[» fc) j, „ s[s>Mi , ...8,_ ,iH'.}> . 

er. Alle diese Wurzel,, • 1 j , -„tiouale Funktionen der einen 

' 0. Jordan: Trait^ 
Ate/: Oeuvres COhi etc 't BWS. „ U*- 1 * ' 




-■' 
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Es ist nur noch zu zeigen, dass die Elemente der Reihe K.') auch 
Wurzeln von /' s (x) = U erschöpfen. Jedenfalls bleibt eine synii 
Funktion der Elemente von H") oder R') für alle Substitutionen 
geändert, welche die symmetrischen Funktionen der Elemente von 8] ^ 
nicht ändern. Die ersteren Funktionen sind also durch eine 
teren rational darstellbar. Mit den Koefficienten von f t (x) sind dem- 
nach auch die von 

10) (*-»(*,)| |*-8,[»(*l)JI ■•• (*-«r-l[»(«Jl|-l 

bekannt. Da /j(;c) irreduktibel ist, so liefert 10) wirklich alle Wurzeln 
von/j(a;) = 0; diese sind also sämtlich in R') enthalten. Ob IOJ irredut- 
tibel ist, kann wegen der Unbes-timmtheit von d nicht behauptet werden 

Es zerfallt also die Abel'sche Gleichung in irreduktibk Abi'l' 
sehe Gleichungen,. deren Grade sämtlich gleich demjenigen oder Teiler 
desjenigen Grades sind, der zur Gleichung ^(x^ — O gehört. 

§ 180. Aus der Definition Abel'scher Gleichungen und den Be 
sultaten von § 178 folgt, dasa die Substitutionen s, s u s S) .. 
irredubtiblen Abel'schen Gleichung eine transitive Gruppe von 
einander vertauschbaren Substitutionen bilden, und dass um; 
durch eine transitive Gruppe mit vertausehbaren Substitutionen eine 
irreduktible Abel'sche Gleichung charakterisiert wird. 

Ersichtlich ist ferner, dass, wenn G die Gruppe einer irreduktibiea 
Abel'schen Gleichung ist, und wenn f derart isomorph zu G * 
genommen wird, dass jeder Substitution von G nur eine Substitution 
von r entspricht, dass dann auch T die Gruppe einer Aberschen 
Gleichung werden wird. Denn entsprechen die Substitutionen $,, ty 
von G den Substitutionen <f„, fy von r, so werden 

s a sf und ff„<fy, snS a und 6^o"„ 
einander entsprechen. Da ferner s«s ( * = s ( *s„ ist, und da zu jedem 
ein o gehört, so wild „ „ „ „ 

Folglich ist F die Gruppe einer Abel'schen Gleichung. 

$ 181. Das System sämtlicher Wurzeln einer Abel'schen lüei 
chung erfüllt die Voraussetzungen, welche in den Untersuchungen vun 
§§ 131-133 gemacht wurden. 

Man kann sie daher in folgendes System bringen: 

8^M^V..fc*>(*0 (Äi-0, 1,2,..«,-1), 

«,re äl « 3 ...wi = ji, 

worin jede Wurzel ein, aber auch nur ein Mal dargestellt wird. Die 

Zahlen »,, H a ,...w t sind so beschaffen, dass eine jede derselben durch 


I 
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in welcher a. s eine primitive tij*" Einheitswurzel bedeuten soll, dun 
bleibt die Funktion xi.* f ür die Gruppe G., ungeiindert, und ist als» 
rational durch i^, darstellbar. Denn für die Subslitution der OrnpjJi 

QO ö s H Wo- 

bleibt 1^1,2 ungeändert und die Potenzen von s s rufen nur die Werte 
ta,t, 6,Vi.i, ■•■ 

hervor. Man kouinit daher durch die Anwendung des Lehrsatzes IV) 
von i/ij auf Vi,< durch die Auflösung einer „einfachsten" Abel'äcbra 
(ileichung des Grades ji t . 

Allgemein können wir, wenn 

*i,i .-2&+W. 


und, unter Einführung der primitiven 1 

r^i,s,.... +w, 9, >,,-,.„ r +O)/0, a ^,, ! ,,,.,. + . 
gesetzt wird, die Berechnung von ^i,j,...,. 
gebildeten Funktion _-. 


' Einheitswurzel 


..+ oV'- 1 6,."'- | ^i,*, 
auf diejenige einer ühnlicb 




-i-Zrfl,*'. ■-***(%) 

mit Hilfe einer solchen „einfachsten" Abel'schen Gleichung zutdcIc- 
führen, wie sie iin Lehrsatz IV) definiert werden. 

Man erkennt daher durch die Fortsetzung dieses Verfahrens: 

Lehrsatz 21. Ordnen sich die n Wurzeln einer Abel'schen 
Gleichung in das System 

0^-0,*.... 0***00 & = <>, 1, 2, ... m,_,) 
w, . % . M s . . . « t . = n , 
so kann man die Lösung derselben durch diejenige von l 
„einfachsten" AbeTschen Gleichungen von den Graden 

bewirken. 

§ 181. Die Behandlung irreduktibler Abel'scher Gleichungen kam 
noch uaeh einer anderen Methode durchgeführt werden, zu deren Aus- 
einandersetzung wir jetzt übergehen: 


Lehrsatz XII. Die Lösung eii 
Gleichung vom Grade w = jViV' 1 ■ 


;r irreduktiblen Abel'schen 
., woft, p 2 , ... die verschie- 


mberheft 1877, p. 846 — 861. 
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äenen Prim2ahlteiler von « bedeuten, kann auf die von irre- 
luktiblen Abel'schen Gleichungen der Grade 2h"'t ft"'i ■■- re_ 
:1 liniert werden. 

Den Beweis* knüpfen wir an die Betrachtungen der Gruppen- 
aigensehaften ; der Einfachheit halber nehmen wir n = p^'p^ an. 

Da auch die Ordnung der Gruppe r — n ist, so ist die Ordnung 
eder ihrer Substitutionen ein Teiler von w, also von der Form p^'P^-. 
sine jede Substitution kann demnach aus einer Kombination ihrer 
rj^fcu Potenz (welche die Ordnung p^ hat) und ihrer j),«' 1 ™ Potenz 
jvjelche die Ordnung p^ hat) zusammengesetzt werden. Folglich er- 
:»Elt man alle Substitutionen der Gruppe G, wenn man alle diejenigen 

t\, &j t' s ... t' ri , 
ieren Ordnung eine Potenz vou p, ist, mit allen denjenigen 

t'l, t%, t'l, ... tx 
kombiniert, deren Ordnung eine Potenz von p% ist. Alle Substitutionen 
von G- haben somit, da alle / unter einander vertauschbar sind, die 

F "°™ »-(«.«•■•) («<'.'«■■.)■ 

Üie Ordnung des Produkts in der ersten Klammer ist eine Potenz 
*on p,. Denn es wird 

t' ri p.°> t'^" 1 . . . — (fi,t ß . .)»•"•= 1 

"Verden, so dass die Ordnung der Klamm er grosse ein Teiler vou p^ 
»st. Zwei Substitutionen 

(tlt'p... )(t'it'!...) und (&&.,.) (('J l".-.) 
Sind von einander verschieden, wenn nicht die beiden Klammern ent- 

Kchend gleich sind. Denn aus der angenommenen Gleichheit folgt 
(ß' a t' l i...)(t«ti---)- l -(t'J-t"---)- , (t"d':...), 
da die Ordnung der linken Seite ein Teiler von ß, >, die der 
^echten Seite ein Teiler von p 2 "^ ist, so muss dieser Teiler gleich 1 
Sein; daraus folgt das Behauptete. 

Die Anzahl der Substitutionen s ist gleich n^p^'p^: Da nun 
Äe Substitutionen t' eine Gruppe bilden und da jede Substitution der 
<Jmppe als Ordnung p*< hat, so wird die Ordnung der Gruppe selbst 
. setzen sein (§ 43). Ebenso wird die Ordnung der aus den 


ebildeten Gruppe gleich 2h" h - Dann folgt aus 
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jeorie. 

Funktion; dut ] 
Grades p," 1 ab, ; 
nan will, durch : 


dass »», = a, , j», = 

Es aei nun <p eine zur Gruppe der t" gehörige 
bat sie Pj"' Werte und hängt von einer Gleichung des Grades p,"> ab, 
deren Gruppe durch die (' gebildet wird oder, wenn man will, durch 
eine aus den Werten von <p als Elementen gebildeten Gruppe, welch« 
der Gruppe der (' isomorph ist (vergl. §§ 1.56 und 180). Diese Glei- 
chung ist demnach eine Abels ehe. 

Ebenso hängt die zur Gruppe der t' gehörige Funktion f vod 
einer Abel'schen Gleichung des Grades p s "* ab. 

Denkt man- sich q> und i/j berechnet, ao wird 
% = a'<p-{-ß'4> 
zur Gruppe 1 gehören. Durch % sind also alle rationalen Wuffil- 
funktionen rational darstellbar; speziell sind es die Wurzeln selbst 
Damit ist der Satz bewiesen. 

§ 182. Lehrsatz XIII. Die Auflösung einer irreduktilieiii 
Abel'achen Gleichung vom Grade p" kann auf die Lösuag 
einer Ueihe Abel'schör Gleichungen zurückgeführt werden, 
deren Gruppen nur Substitutionen der Ordnung p und der 
Ordnung 1 enthalt. 

Es sei G die Gruppe einer aolchen Gleichung. Die Ordnung 
einer jeden Substitution von G ist eine Potenz von p. Es möge ji* 
die Ordnung derjenigen Substitutionen sein, deren Ordnung ein Mali- 
mum ist. Dann bilden diejenigen Substitutionen von G, deren Ord- 
nung nur bis p l ~ ' aufsteigt, eine Gruppe //. Denn, wenn (,, t 3 fflß 
von diesen Substitutionen sind, so wird wegen der Vertäu seh barkeit 

Ä4) f| - 1 -V , - I V I - l -i 

werden, so dass ! L t^ dieselbe Eigenschaft besitzt, wie t t und / s einzeln. 
Es möge jetzt tp eine /.u // gehörige Funktion'sein; wenn //' ilie 
Ordnung von H ist, wird rp eine ^"""-wertige Funktion sein und 
demnach von einer Gleichung des Grades p"~" abhängen. Wendet 
man auf (p eine Substitution r von G an, die nicht auch in H ent- 
halten ist, so wird 93 hierfür nur jj Werte annehmen, weil r" in 3 
vorkommt. Die Substitutionen unter den Werten von tp, welche durch 
G entstehen und welche eine zu G einstufig isomorphe Gruppe bilden 
(§ 156), haben deshalb sämtlich die Ordnung p. Man kann, wie 
vorigen Paragraphen, aus dem Isomorphismus den Schluss ziehen, t 
die Gleichung, zu der <p gehört, eine Abel'sche Gleichung ist, denn 
ihre Gruppe ist die soeben konstruierte, die zwischen 
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Kennt man <p, so reduziert sich die Gruppe G der gegebenen 
bel'schen Gleichimg auf H. Wir bezeichnen mit H t die Gruppe der- 
a Substitutionen von H, deren Ordnung den Grad p*~~ a nicht 
aerschreitet, mit <pj eine zugehörige Funktion, mid erkennen dann 
ieder, dass <p, aus <p durch eine Abdache Gleichung vom Grade 
'~"> gefunden werden kann, deren Gruppe nur Substitutionen von 
:r Ordnung p enthält u. s. f. 

§ 183. Lehrsatz XIV. Die Auflösung einer irreduktiblen 
bel'schen Gleichung vom Grade p", deren Gruppe nur Sub- 
bitutionen der Ordnung p und der Ordnung 1 enthält, lässt 
ich auf diejenige von o irreduktiblen Abel'schen Glei- 

ngen des Grades p zurückführen. 

Obgleich dieser Satz, als Spezialfall des in § 180 abgeleiteten, 
chon bewiesen ist, wollen wir ihn dennoch mit Hilfe der zuletzt be- 
uteten Methode nochmals verifizieren. 

Sei S[ eine Substitution der Gruppe G der vorgelegten Abel'schen 
leichung; danu ist die Ordnung von s L gieich p; ferner sei s t eine 
ißht unter s,, s, s , ... s," -1 , 1 enthaltene neue Substitution von G. 
>ann ist S l .s % -=s i .s i \ demnach enthält die aus s i und s a gebildete 
iruppe H t =[s u s 2 \ höchstens jj a Substitutionen. Sie enthält auch 
wirklich so viele, falls aus sfsf — sfsf die Gleichheiten a = a, b^ß 
ich ergeben. Wäre 8*sf = s,"^, so wäre auch s s >* — ' = s l a ~". Für 
Joes von verschiedene ß—b kann man eine Zahl tn so bestimmen, 

m(ß-b) = l (mod.p.) 
nrd. Mau erhält daher 

lieB ist unmöglich. Also musste ß = b und a = a sein. 

Ist a>2, so sei .s s eine nicht unter den p- Substitutionen der 
'orm Sj"ä s * enthaltene neue Substitution. Da s,K s = s s fij, s a s g -*s fl s g , 

enthält H s ={s lt s g! S s ] höchstens n a Substitutionen. Sie enthält 
uth wirklich so viele, falls aus s,"s i i s 3 r =s : '*s/s B >' die Gleichheiten 
= «, b = ß, c = y sich ergehen. Es würde aus jener Gleichung folgen 
''~< = s, a ~°s s ! '— '* u.s.w. ganz wie oben. 

Geht man in dieser Art weiter fort, so erkennt man, dass alle 

1 Substitutionen in die Form 

ibracht werden können, wobei eine jede ein und auch nur ein Mal 
.ftritt (vergl. § 180). Wählt man nun zu ResoWenten 
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tp t (a.,, x s , ... z H ) zu jtf'i = [Sj, Sj, ••• Sa} 
gehörig, so hängt jede derselben von einer Abel'schen Gleichung 
Grades p ab. Die Wurzeln der gegebenen Gleichung des Grad« 
sind durch qo,, <p 3 , .., rp a rational darstellbar, da zu 

* = ß,<Pi + ßsVn + ■ ■ - + ß-<p a 
die Gruppe 1 gehört (vergl. § 174). 

Die p" Wurzeln einer derartigen Gleichung können i 
(ft— 0, 1, 2, ...p-1) 
bezeichnet werden. Es sei «£,&,...&, die Wurzel, welche 
auf 3.,,, *,,....-„ folgen lässt. Dann wird 

(wegen der linken Seite) auf #;,,.,,...=„ diejenige Wurzel folgen las 
durch welche s,-'. . ..s a ~ a die Wurzel x; t ,.-,,,.. _•„ ersetzt; wegen der recl 
Seite ist dies #;,+,=,, .-,+;., ...;«+,=„; folglich ersetzt die beliebige £ 
stitution V'V •■■■V das beliebige Element 

#;„ :,,...:„ durch x^ + s„ c+^ T i+E 07 
d.h. mau erhält in der analytischen Darstellungsweise der Subsl 
tionen 
s t *' &.*>... s^o^jä,, «,, ... ? B Z 1 + \, ^+JCa, ■■■ *o + *«l (mod. 
Die Gruppe einer Abel'schen Gleichung Tom Grade 
deren Substitutionen sämtlich die Ordnung p besitzen, w 
durch die arithmetischen Substitutionen des Ijrades 
(mod.p) gebildet. 

§ 185. Wir wollen endlich den Übergang von den Untersuchun 
dieses Kapitels zu den spezielleren Fragen des vorhergehenden mac 
Wir verstehen unter n- eine beliebige ganze Zahl und unti 
deu Quotienten — i dann genügen bekanntlich die » Grössen 

eosa, cos2a, cos3a, ... cosna 
einer Gleichung, deren Koetficienten rationale Zahlen sind. D 
Gleichung lautet: 

i »(«t-3) « 


jnnen di 

Igen las 
der recl 


Setzen wir x< 




1.2 


-0. 


ird für ein beliebiges ganzes «. 
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2ni.iT 


"s. + r 


9{x) «= tos 1 ma, 


so daas der Gleichung C,) auch durch die Wurzeln 

60), fl"(*), 3 O),... 
genügt wird. Da für jeden Wert von a die Beziehung herrscht 

cos ma=-d (cos a), 
so folgt hieraus der Ueihe nach 

6 s (coso) — cosm^a, & s (cosa)—cosm s a, ... 
&' (cos a)= cos m''a, ... 
und die Wurzeln sr, ö(a:), 0*(:c), ... treten unter der Form auf 

cos«, cosmo, cosm 2 a, cosm*a, ... cosm f 'o, ... 
Verstehen wir nun unter g irgend eine primitive Wurzel mod. \'iv-{\) 
so werden die v Glieder der Reihe 

R,) cosa, cosga, cosy*a, ... cosg r ~ 1 .a 

von einander verschieden seiu. Denn aus der Gleichung 

cos g" a — cos <fi a. «>ß, 
in welcher a und kleiner als v sind, würde folgen 
(ffl = ±(/' 1 o+ 2Äa 

3* 


und i 




g"-±9^ + H2v + l), 

g a Tgf = gt i (g -*Fl)-*(»»+l> 

Dividieren wir diese Gleichung durch gf und multiplizieren niitj l " - i , ± 
so finden wir hieraus die Kongruenz 

pic-fl^! mod. (2v+l). 
Weil jedoch 2(« — 0)<2v ist, so ist diese Kongruenz unmöglich, 
folgedessen muss cosg"a von cosgfa verschieden sein. 

Femer ist " cos <f'a = cosa; 

denn man hat j/" — l = (ß'— l)(o' '+ 1) gleich einem Vielfachen 
2v-|-l; also ist einer der beiden Fabtoren durch die Primzahl 2v 
teilbar und für eins der beiden Vorzeichen gilt die Gleichung 

g'=±l + k(2n + \), 
und somit ergiebt sich auch, die Beziehung 

cosg r a = cos[± 1 +&. (2 v + l)]a = cos (±a -4-2 aft) = rmo, 
Hieraus erkennt man, dass die v Wurzeln der Gleichung 
die Reihe R,) oder durch 


! OJ 4 
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noch <«(« — 1), so giebt es eine neue Umsetzung von ar,, x t , d 
keiner der beiden Zeilen vorkommt. Wir bilden eine beliebige Sub- 
stitution ! s , welche diese Umsetzung liefert, und konstruieren 

fc*» kh, kbt — t* 

als dritte Zeile unserer Tabelle u. s. w., bis alle n(« — 1) Möglichkeiten 
erschöpft sind. Daraus sieht man: 

Lehrsatz I. Die Ordnung der Gruppe einer irreduktiblen 
Gleichung ji le " Grades, bei der alle Wurzeln durch zwei unter 
ihnen rational darstellbar sind, ist ein Teiler von n(n~ 1). 

j$ 188. Wir fügen zu den bisherigen Annahmen über unsere Glei- 
chung 

i) rw-o 

noch die hinzu, dass ihr Grad gleich einer Primzahl sein soll. 

Definition. Eine irredufetible Gleichung eines Primzahl- 
grades, deren Wurzeln sämtlich durch zwei unter ihnen ratio- 
nal ausdrückbar sind, heiast eine Galois'sche Gleichung* 

Ea aei p der Grad von f(x)- t dann wird die Ordnung der Gruppe 
ein Teiler von p(p — 1) sein. Da f(x) = Q irreduktibel ist, so ist G ü 
die Gruppe von 1), transitiv; deshalb ist ihre Ordnung durch p teilbar, 
und G enthält (§ 48) eine Substitution der Ordnung p. Es sei dies s. 
Käme ausser den Potenzen von s in G noch eine Substitution t der 
Ordnung p vor, so würden alle ä'P von einander verschieden sein. 
Denn aus M»k-#«» 

würde folgen ,_ a + tb— * 

und wenn man, was stets möglich ist, r durch die Kongruenz 

»r(6-0) = l (mod.i>) (ß\b) 
bestimmt, so folgt aus der vorigen Gleichung durch Erhebung in die 
r* Potenz t=,g(a—a)r_ 

Es wäre also, was ausgeschlossen werden nmss, t eine Potenz von s. 
Demnach bildeten die s*tP bereits p* von einander verschiedene Sub- 
stitutionen, während die Ordnung von G nur ein Teiler von p{p — 1) 
sein sollte. Es können also in G ausser den Potenzen von s keine 
Substitutionen der Ordnung p vorkommen. 

Wir untersuchen, ob G noch andere Substitutionen enthält, welche 
alle Elemente umsetzen. Transformiert man eiue Substitution p W! 

* Ev. Galoia: Oeuvrea matheina,tiqueB, he riuisge geben von Lioimlle im 
11. Bande des Journal de mathematäques pures et appliquöes, 184G; p. 381— 441, 
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Ordnung a durch irgend eine Substitution ß von Gr, so wird s sich 
eine seiner Potenzen umwandeln müssen; es wird also 


Angenommen, es führt ff das Element x x in x a über, dann wird <i 
das Element # a in ^ Q +j, x s in x a + 2 i, ... X* in a; a +w— ijj überführen. 
Dabei bleibt aber in a das Element x y , für welches 

y-, a + 0-l)A (mod.»), 

y=j—? (mod.i)) 

wird, umgeändert. Es könnte also höchstens für A= 1 ein ö existieren, 
welches alle Elemente umsetzt. Hierfür wäre dann x l in x c 
JE«+i ? ^3 in #o+S) ■■■ übergeführt. Daher erhielte man 

— (x^aXio-iXs,,-*. . .£„„_<„_!,...) ... 

Der erste Üyklus achliesst sich nach x no ~ <*— d, wenn 
(w 4- 1) « - » - « («*- 1) + a — 1 (mod. p), 
n = — 1 — p — 1 (mod. ^)) 
iöt. e würde somit eine cyklische Substitution der Ordnung p werden, 
und das ist nicht möglich, wenn es nicht eine Potenz von s wird. 
Es folgt daher, dass es ausser 


I 
I 


keine Substitution in G giebt, die alle Elemente umsetzt; demnach 
giebt es in G auch keine Substitution, ausser der Einheit, welche mehr 
als ein Element ungeiindert lässt (§ 63). Wir sehen also: 

Lehrsatz II. Die Gruppe einer Galois'sehen Gleichung 
enthält ausser der Substitution 1 nur noch p— 1 Substitu 
tionen der Ordnung p und Substitutionen, welche p—1 Ele 
mente umsetzen. 

Diese Gruppe haben wir in den §§ 12öfigg. studiert. Die dort 
erlangten Resultate können wir uns hier zu Nutze machen. 

$ 189. Es sei eine Substitution p K ' Ordnung in G 
S = (x 1 X s X B ...X,); 
wir bilden die Uesolvente 

9*i = fo + a " x i + &i "^s + ■ ■ • + o (j, - I,n ^V, 
in welcher <a eine primitive p le Einbeitswurzel bedeutet; 
&■ und seine Potenzen, also für eine Gruppe der Ordnung p 
Ist die Ordnung der Gruppe der vorgelegten Galois'scheu Gleich) 


»rt 





ich zu k 
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p '- , so hat qi, gerade - — — "Werte (§ 43), welche sämtlich zu de 

selben Gruppe gehören (§ 126), so dass 

% — &(Vi)i Vb-2i(Vi)* Vr^ — Zp^ifa) 

wird. Da ferner die Substitutionen, die zwischen <p,, q> t , ... bestehe 
mit einander vertauschbar sind (§ 128), so ist auch 

M — l" n 

Die Gleichung Grades, von welcher tp 1 abhängt, ist deumi 

eine Abel'sche. Ist diese g*löst, so hängen x t , %%, ... x p von et 

/.weiten Abel 'sehen Gleichung des Grades p ab, deren Koefficiet 

rational in tj> t sind und deren Gruppe aus den Potenzen von s best 

Lehrsatz HI. Die Auflösung einer Galois'schen Gleich« 

p — 1 
deren Gruppe die Ordnung p — - besitzt, kann auf diejer 

zweier Abel'schen Gleichungen der Grade p und re 

-1 
ziert werden. Ist eine zusammengesetzte Zahl, so k 

die letztere Gleichung in andere Abel'sche Gleichungen 
derer Grade zerfällt werden. 

§ 190. Als einfachstes Beispiel einer Galois'schen Gleicl 
bietet sich die binomische Gleichung des Primzahlgrades p 

aj*_ ä = 
dar, falls die reelle p l ° Wurzel des absoluten Wertes der reellen Gr 
A nicht demjenigen Bereiche angehört, dessen Grössen wir als rs 
nal ansehen. 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind, falls .r, eine derselben 
deutet, x ^ wa ^ ra 3 ^, ... W-'a^ (<a*>— l). 

Dann ist der Quotient zweier Wurzeln gleich einer Potenz der 
mitiven p*"" Einheitswurzel a. Eine passend gewählte Potenz 
ses Quotienten ist gleich w selbst. Es ist also, wenn zwei Wui 
X/s, x Y gegeben sind, jede dritte durch 

d, h. rational durch x fl und x y darstellbar. 

Sobald sich demnach die Irreduktibilität der Gleichung 
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Nachweisen lüsst, ist dargelegt, dasa sie zum Geschlechte der Galois'- 
schen Gleichungen gehört. 

Wäre das Gleiehungspolynoni zerlegbar 

x"-A = 9l (oc).<p,(x)..., 
«o tonnten, da p eine Primzahl ist, die sämtlichen einzelnen Faktoren 
ttur dann von gleichem Grade sein, wenn dieser Grad gleich 1 wird; 
dann wären aber alle Wurzeln rational. Diese Möglichkeit ist also 
*« verwerfen. 

Es sei daher <p, (x) von höherem Grade als qn g (#). Die Wur- 
zeln von ^^ geien ^ aj, 4, ..., <, 
9>jOO » ^M $1 ^si-'-j j& 
Dann wird der letzte Koefficient in. jedem der Polynome <p n <p t re- 
spektive + X ' l x'*ä i..._ + o«. **, 

im Rationalitätsgebiete rational sein, also auch ihr Quotient 

±n*x l m , m>0. 
Da p eine Primzahl ist, so ist es möglich, eine ganze Zahl ji so zu 
bestimmen, dass die Kongruenz 

mp = 1 (mod. p) 
oder die Gleichung 

m[t = vp-\- 1 

befriedigt wird. Daher wird 

(± i, b b')" = + x 1 rp + l aP* = + A 1 x 1 w»* = ± Ä'x' 
rational und also x' selbst. Aus der Zerlegbarkeit unserer Gleichung 
würde somit die Rationalität einer Wurzel folgen. Diese ist aber sicher 
nicht vorhanden. 

Die Gruppe der Gleichung ist von der Ordnung p(p — 1)- Denn 
lässt man eine Wurzel x t ungeändert, so kann eine andere x,(o in 
jede der übrigen x 1 ta, XjO s , x t <a 3 , ... a^ra* - *, also inj»— 1 Wurzeln 
übergeführt werden. Hier ist somit die Zahl ff des vorigen Paragraphen 
gleich 1 zu setzen. 

Lehrsats IV. Die binomische Gleichung 
xp-A = Q, 
bei welcher A nicht die vollkommene Potenz einer dem Ra- 
tionalitätsbereiche angehörigen Grösse ist, gehört zu den 
Galois'schen Gleichungen. Ihre Gruppe hat die Ordnung 


zu 


I 
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§ 1W1. Anmerkung. Es fehlen uns fürs erste noch die Mittel, 
um den dritten Lehrsatz unizukehren. Es kann daher erst im näch- 
sten Kapitel mit algebraischen Hilfsmitteln und wird dann später noch 
einmal bei der gruppen- theoretischen Behandlung auflösbarer Gleichun- 
gen gezeigt werden, dass jede Gleichung eines Primzahlgrades, welche 
irreduktibel und auflösbar ist, eine üalois'sche oder eine Abel'acbe 
Gleichung sein niuss. He vor wir aber zu solchen allgemeinen Be- 
trachtungen übergehen, wollen wir noch einen Spezialfall betrachten, 
bei dem rationale Beziehungen zwischen drei und drei Wurzeln einer 
Gleichung bestehen. 

§ 192. Wir sagen von einer Gleichung, sie besitze Tripel- 
eharakter, oder wir nennen sie auch kurz eine Tripelgleichung* 
wenn ihre Wurzeln zu Tripeln x a , jfy, x r derart augeordnet werden 
können, dass zwei Elemente eines Tripels durch eine rationale Bezie- 
hung eindeutig das dritte Element bestimmen, also x a und x ? das 
Element x- n ebenso x a und x y das Element x^ und endlich x» und Xy 
das Element %„. 

Die Gleichungen dritten Grades sind Tripelgleiehuugen, da 
ist. • x^x^ + x^c, 

Von Gleichungen höherer Grade können ferner Gleichungen sieben- 
ten Grades Tripel charakter besitzen. Hier ist z B. folgende Anordnung 
der sieben Wurzeln iE,, ar a , ... x 7 möglich: 

*ii x si x s'i x \i ^i^ii x i> x ei x i\ ^i **»*gi ^1*67 x i\ ^1*47 x r 
Ist n der Grad der Gleichung, so kann man ■-- > — '- Kombinationen 
Xa-, £? von je zwei Wurzeln bilden. Zu jeder von diesen gehört eine 
dritte Wurzel x y , also ein Tripel. Jedes dieser Tripel kommt drei- 
mal vor, jenachdem man als anfängliche Kombination zweier Wur- 
zeln x a , Xp] x„, x r ; Xp, x y nimmt. 
Da dieser Bruch eine ganze Zahl bedeuten muss, so wird nur für 
Jt — 6»tt + 1 , «= Gm + 3 ein Tripelcharakter existieren können, tt = 6w 
ist auszuschliessen, da n ungerade sein muss, wie man erkennt, wenn 
man .r, mit allen übrigen Elementen kombiniert, die sich demnauh 
zu je zwei und zwei anordnen. 

Es bleibe dahingestellt, ob es für jedes » = 6m+l, B=6m+3 
Tripel Systeme giebt. 



: Math. Ann. SV, p. 89. 


'ölftes Kapitel. Gleich, , bei denen rat. Bezieh, /wischen drei Witts, bestehen. 


Zwölfte 

Da man leicht ein Verfahren aufstellen kann, ans einem Tripel- 
»jateme von » Elementen ein solches von 2 n + 1 Elementen abzulei- 
4en, und aus zwei Tripel Systemen der Grade «,, n % ein solches vom 
<Jrade n l .n a , so folgt aus der Existenz des Systems für w = 3 z. B. die 
*0th-7,15,31,...; 9, 19,39,...; 21,43,...; hierdurch sind aber nicht 
alle Systeme erschöpft; so existieren Systeme für n = 13 n. s. f. 

§ 193. Wir wollen ein Verfahren auseinandersetzen, aus zwei 
Tripelsystemeu der Grade »,, n s ein drittes vom Grade «,.w Ä zu bil- 
den. Die Indices des ersten Systeoies mögen durch a, b, c, ..., die 
des zweiten durch n, ß, y, ... bezeichnet werden. 

Die Tripel deuten wir durch die Angabe der entsprechenden Ele- 
menten - Indices an. So mag das erste System die Tripel besitzen 

T\) a,b,c- a,rf,e; b,,l,g;... 

ferner seien die des zweiten charakterisiert durch 

T B ) a,ß,y, «,<*,*; «lMv- 

Die Elemente des kombinierten Systems seien x, ia , a- n( y, T,, a , -.. 
Wir bilden folgeuderuiassen ein Tripelsystem für dieselben. Zuerst 
schieben wir hinter jedes Element von T : ) das Element a; dadurch 
entstehen --^ - -' Tripel der Elemente mit doppelten Indices. 

Ferner schieben wir ß, dann y, darauf ö', ... und so jeden der ii i 
Indices des zweiten Systems hinter jeden Index jedes Tripels Tj). Da- 


durch entstehen jedesmal 


«i(»i- l) 


' und im ganzen 


"i K - 1) 


Tripel unter den Elementen x aa , x aJ i, x, 
sind von einander verschieden; es sind: 


- a*o, «t* 


T'„) 


by, 


,'ß-, 


«, du, 

ß,*ß, 

y, dy, 


eor; 


feff, da, ga; . 
eß; bß, dß, gß; . 
ey; by, dy, gy; . 


Ferner schieben wir jeden Index des ersten Systei 
T 4 ) auftretenden Iudex; dadurch erhalten wir 
*, (w ä -1) 


c jeden i 


Tripel unter denselben v^.iu Elementen, die durch je zwei Indices be- 
stimmt sind. Auch diese sind unter sich und von denen aus T' g ) vei 
schieden; sie sind in folgender Tabelle enthalten: 
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T"„) 


eß 


in, 6d\ be; btt. 


Endlich kombinieren wir je ein Tripel von T, ) mit einem Tripd 
von Tu) derart, dass hinter jedes der drei Elemente eines Tripels am 
T,) je ein Element eines Tripels aus T a ) tritt. Es kann dies, fall 
die beiden Tripel einmal festgelegt sind, auf sechs wesentlich von ein- 
ander verschiedene Arten geschehen, z. B. mit b, d, e und «, g, tj so: 
fc«, dg, gi); 6«, dt}, gi; ig, da, gy; fcg, dt), g«; 617, da, g\; 
bt], dg, ga. 
Man erhält demnach aus T,), T 4 ) als Zahl solcher Kombinationen 

n t («! - 1) ?i, («, - 1) «i«i -»!-" , + 1 
6 g g .%*, ^ 

Auch sie sind unter sich und von denjenigen, welche in T' 3 ) 
vorkommen, verschieden. 

Alle diese nehmen wir in folgende Tabelle auf: 


T"'„) 


Wir haben demnach jetzt zwischen den n x . n t Elementen 

Zaa, $<t{i, x ay, ■-•', ^Soj x bpi x by, ■ ■ -*, ... 

aufgestellt eine Anzahl von 


,l.,dT". 


1 an 

»/>, 

cj.; 

aa 

*r, 

cß; 

aß, 

ha, 

ey; 

.. ay 

iß, 

Ca; 

| aa 

M, 

cf i 

aa 

<", 

CO; 

ad, 

ba, 

es; . 

.. ae, 

bl, 

Ca; 

I" 

d/I, 

ey; 

aa 

dy, 

eß; 

aß, 

da, 

ey; . 

.. ay 

<lß, 

'•i 


1 1 (W 1 1) , «2 (»2 — 1) 


+ «i» 3 


'iV*-Jl 


1» + 1 ^ " , Hg (»,», -_!) 


I 


6 T "'"» 6 

von einander verschiedener Tripel. Folglich bilden die drei Tabellen 
T s ) eins der für M,.Ji s Elemente möglichen Tripel Systeme. 

$ 194, Um die zu einer Tripelgleiehung gehörige Gruppe *n 
finden, braucht man nur zu bedenken, dass die Substitutionen der* 
selben den Tripel Charakter der Gleichung nicht zerstören dürfen; die 
Gruppe G enthält also alle und nur diejenigen Substitutionen, welche 
das Tripelsystem iu sich selbst umwandeln. Ist etwa T,) aus § ütö 
das Tripelsystem der Gleichung, und versteht man unter dem Symbol 

eine allgemeine symmetrische Funktion der drei Elemente x, 
so wird 
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<p = (o, B, c) + (a, d, e) + (b, d, g) + . . . 
ine zur Gattung der Gruppe gehörige Funktion sein. Die Gruppe G 
afchält alle Substitutionen , welche tp nicht ändern, tp ist daher ra- 
onal bekannt; es ist die Gattung von (p der Gleichung mit Tripel- 
larakter adjungiert. 

Von dieser Gruppe sind einige allgemeine Eigenschaften ersichtlich: 

1) Jede Substitution der Gruppe, welche zwei beliebige Elemente 
igeiindert lässt, lässt auch ein drittes ungeändert; dasjenige nämlich, 
slches mit jenen beiden zu demselben Tripel gehört. Ein solches 
lenient wollen wir das jenen beiden "conjugierte nennen. 

Daher kann die Gruppe einer Tripelgleicbuug höchstens zweifach 
ansitiv sein; denn sobald der Ort für awei Elemente bestimmt ist, 
■rf ihr konjugiertes Element nicht willkürlich umgesetzt werden. 

2) Lässt eine Substitution m Elemente ungeändert, so lässt sie 
>ch « andere ungeändert, wo m + a von der Form 6A+1, 6fc+3 
in tuuss. a kann natürlich auch =0 sein. Denn diejenigen Tripel, 
liehe zwei der m Elemente enthalten, enthalten auch ein dritte»; 
b festen Elemente bilden somit eiu Tripelsy stein. 

3) Kommen in der Gruppe Substitutionen s', s", ... vor, welche 
mau m Elemente 


Lgeändert lassen, und andere Substitutionen t 
esen Elementen noch andere, also z.B. 

^u ^i --. X», «»+i, ... a%. 

lgeändert lassen, so ist « mindestens gleich m+ t. 


eiche ausser 


Denn f kau 


sinen der Tripel ändern, welche zu den Kombinationen zweiter Klasse 


, ffsJCm + l, ... X m X m + 


kon.jugiert.en %\v 
•■ '' minde 8 W* S 


&& 


Choren. Die zn diesen Kombinationen gehörigen 

ente sind sämtlich von einander verschieden; also \>^ sb l 

w+1 Elemente ungeändert. 

4) Bedeuten * a , Xb , x c die drei Elemente eines Trip ela -> 
Je Substitution, welche die Folge x a x„x, enthält, » llf 
Igen, d.h. sie enthält den Cyklus (x a x„x e ). .. 8 \e 

Usst eine Substitution das Element x a ungeäH^^' T„ "^ «e*> 
infolge» lässt x s , so muss sie auf * wiederum *» folße ^ ™> 


wiedel 


5 ) Die su dem 


•™ Tripel.ysteni T„) aus § 193 gehörig' 
" """"Snipp,, we i c he nur die zweiten tudice», ' 


au' 


.cV» 


224 
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welche nur die ersten Indices vertauscht. 
T' s ), diese den Komplex T",) uii geändert. 
« (» 


Jene; lässt den Koniplm 


6 


wertige Resolveut* bit, 


6) Da die Tripelgleichung eine 
nämlich diejenige, welche oben mit 

li«zvii'lniet wurde, so werden alle ihre Werte durch die Auflilünsg 

einer Gleichung vom Grade — - , - - gefunden. Die Ordnung derßrajijl 
dieser Gleichung ist also 


^jf-^ 




Ist (p, q, r) bekannt, so folgen x py x q , x, daraus durch eine Glei- 
chung (&■ — x p )(x — x^){x — x r )=^0, welche die Substitutionen 

1, (XpXsZr), (x p X r Xg), (x p X g ), (x,,X r ), (>, r 'V) 

zur Gruppe hat. Alle Wurzeln werden nach der Lösung dieser durch ' 
quadratische Gleichungen bestimmt. Denn wenn x P bekannt ist, 
wird die Gleichung 

(»_■»(« -.8 (*-«ö _o 

nach Adjtmgierung der Wurzel x p zerfallen. Solcher Gleichungen 
giebt es noch (w — 3): 2. Die Tripelgleichung hat also eine Gruppij 
deren Ordnung ein Teiler wird von 


e(._k).pfiL^ 


§ 195. Wir legen jetzt bei den Bildungen von § 193 die beidfs 
Tripelsysteme T,) und T 2 ) von je drei Elementen, von denen auch not | 
die Indices angegeben werden sollen 


zu Gruude. 


(0, 1, 2) und T,) 

Aus ihrer Kombination entsteht 


(Mi 2) 


(00, 10, 20), (Ol, 11, 21), (02, 12, 22), 

(00, Ol, 02), (10, 11, 12), (20, 21, 22), 

| (00, 11, 22), (00, 12, 21), (Ol, 10, 22), 

[(01,12,20), (02,10,21), (02,11,20). 

ir die doppelten Indices bei und kombinieren wir diese I 
neue Gruppe T 3 I wiederum mit T s ), so entsteht ein Tripelsvsteui 
von 27 Elementen, welche durch je drei Indices charakterisiert sind 
000, 001, 002, 010, 011, 012, ... 220, 221, 222. 


T"„) 
T'",) 

Behalten 
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ezeichnen wir ein solches Element, durch pqr, so ist es leicht, die 

edingimg dafür aufzustellen, dass 

TJ (pgr, p'q'r', p"g"r") 

a Tripel wird. Denn für p, q; p', q'; p", q" gelten, wie man sieht, 

b Beziehungen 

p + p' + p"= q + q'+ g" = (mod. 3), 

■mit die Kombination , . , „ ... 

(pq, p'q\ p"q") 

a Tripel in dem Systeme der 9 Elemente werde. Nach § 193 ist 

iE inT) entweder (rrV) = (012) oder v = r'=r". Ferner ist nach 

193 (pq, p'q', p"q") entweder ein Tripel in T s ) oderp=p' = p", 
= q' = q"; also wird auch bei TJ die notwendige und hinreichende 
sdingung für die Tripelei genschaft die sein, dass die Kongruenzen 
attfinden 

B) p + p' + f>"= q + q'+ q'" — r + r' + •"'" =< (mod. 3). 

Bfenbar kann man in genau derselben Weise zu 3 . 27 Elementen 
>ergehen. Wir bleiben hier stehen, weil die allgemeinen Entwicke- 
ugen für n^'i' dieselben sind, die Schreibweise aber unübersicht- 
5h wird. 

Die zu dem Tripelsystem T 4 ) von 27 Elementen gehörige Gruppe 
ithält alle und nur diejenigen Substitutionen, welche die Gesamtheit 
»■ Tripel in sich selbst umwandelt. Dahin gehören sicher die Sub- 
itutionen von der Form 

= | p, q, r ap-f&g+cr+a, a' p+b'q+c' r-\-u\ a" p-i-b"q-\-c" V-j-ß" |, 
ieses Symbol sagt aus, dass die Indices p, q, r respektive durch 

ap + bq + cr + a, a'p-\- b'q + c'r+ u', a"p + b"q + c"r + a" 
'setzt werden sollen (vergl. § 136). Führt man nun diese Ausdrücke 
. B) ein, so werden auch die neuen Kongruenzen, als lineare Korn- 
nationen der alten, erfüllt sein. 

Umgekehrt kann jede Substitution, die das Tripelsystem ungeän- 
art lässt, durch geeignete Wahl der o, b, c, a; a', b', ... in der Form 
in s erhalten werden. Denn ist t t eine der Tripelgruppe zugehörige 
ubstitution , welche das Element (000) in (««'«") umwandelt, und ist 

s i = lFi 9, r P + a i U + a \ »• + «" 1 5 
) wird t i = t l + l s 1 ~ l zur Gruppe gehören und (000) ungeändert lassen. 

Wenn t 3 nun (001) in (cc'c") umwandelt, wo die drei c nicht 
•mtlich Null sein können, da (000) ungeiindert bleibt, und man setzt 
it willkürlichen a, a\ a"; b, b', b" 
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s» — ij»» 2, >" ap + lq + er, a'p + b'q + c'r, a"p + b"q + c"r\, 

so wird s t auf (000) und (00t) folgen lassen (000) respektive ( '■■.'". 
Daher wird ( a — ( a +1 5 s _l die beiden Elemente (000) und 
geändert lassen. 

Wenn / 3 ferner (010) in (dd'd") umändert, so wählen vir 

willkürlichen c, c', e" die Substitution 

«3 = 1^? 3t r ep + dq, e'p + d'q, e"p + d"g4 
welche (000) und (001) ungeändert und auf (010) folgen lässt (Afifl 
Daher wird * 4 — ^+>^-' die Elemente (000), (001), (010) ungeän- 
dert lassen. 

Wenn endlich t t auf (100) folgen lässt {(/</(/"), so bilden 
s* = |i>, 9, r 9P,9'p + q,(/"p + > r , 
dann lässt s t die Elemente (000), (001), (010) ungeäudert, währet 
auf (100) folgt (gg'g"). - 

Daher wird t & — t^ l s 4 ~ l •=t 1 -(s 1 ~ 1 s t — , s a ~ 1 8 i ~ 1 ) die vier Element* 
(000), (001), (010), (100) 

nicht ändern, dabei aber zur Gruppe des Tripelsysterus gehören. 
Wir behaupten jetzt, daBB man / 5 ^1 und infolgedessen s 
könne 

Es wird nämlich, da f s die beiden Elemente (000), (0011 nicht 
umstellt, auch ihr konjugiertes Element (002) an seinem Platze bleiben. 
Da t 5 ausserdem (010) nicht verändert, so lässt es nach § 194, 3} 
mindestens 7 Elemente unberührt. Diese haben, wie (000), (001), 
(010) die Form (Oqr). Es giebt jedoch nur 9 derartige Elemente 
und ausserdem existiert eine Substitution, welche alle diese uugeüniiert 
lässt und gleichwohl der Tripelgruppe angehört, nämlich 

r — \p, j, r 2p, q, r\. 
Liesse t L nun 7 oder 8 Elemente und nicht jene 9 sämtlich tmgeämlert, 
so müsste es nach § 194, 3) mindestens 2 . 7 4- 1 oder 2.8 + 1 Ele- 
mente (Oqr) ungeändert lassen. Das ist nicht möglich; demnach läast 
£ 6 alle 9 Elemente der Form (0^)') unberührt. Endlich versetzt I, 
auch (100) nicht; folglich lässt es mindestens 2.9-f-l Elemente un- 
geändert. Blieben mehr als 2 . 9 aber weniger als 3.9 an ihren Plätzen, 
z.B. 2.9 + a (a>l, <9), so träte, da es eine Substitution t = 1 
giebt, welche alle 3.9 Elemente ungeändert lässt, de 
Spruch gegen § 194, 3) auf, wie oben. Also ist f ä = 1. 
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inkongruent Null sei, erfüllen. Die Anzahl der Substitutionen diesa 
Untergruppe H ist somit 2.3 7 (3 S - 1) (3 8 - 3) (3 3 - 3 a ). 

Ist <j), eine zu dieser Gruppe R gehörige Funktion, so ist ik' 
Anzahl ihrer Werte nach § 43 gleich dem Quotienten aus der Ord- 
nung der Tripelgrnppe G und derjenigen der Untergruppe 
also gleich 

3*(3*-l)(3 4 - 3) (3* - 3') (3* -3") = 3*.- l 
2.3 7 (3 a -l)(;S 3 -3}(3 3 -3*) ' 2 
Wir werden im vierzehnten Kapitel sehen, dass die Auffindung dies« 
Werte von der Lösung einer Gleichung abhängt, deren Gruppe ii x diu 
allgemeinste ausgezeichnete, in // enthaltene Untergruppe von 6 ist 
Diese suchen wir auf. 

Die Form der Substitutionen von H l ist 

flgfj + h A e % 4* Cs^a + <V* + ß fli & g i + a 4 (moi 3); 

ihre charakteristische Eigenschaft, dass die Transformierte von t, durcfe 

eine beliebige Substitution von G dieselbe Form wie t t besitzt. 

Wir wählen für die Transformation von £, 

die Substitution u~ ' wird dabei 

M_1 = I *!>**) ß 5l Z *. e U Z t1 g 3i "i + 'l-l 

und das Produkt u~ l tu führt 2 4 in 

(a- 1 -d 1 -d)0 1 -+i 1 e i + c 1 g a + (d + d 1 ')e t + a 1 + a i 
über. Da dies die Form d'e t -\-a' haben muss, so folgt 

a t = d + d t , 6,-0, c,^0. 
Ebenso findet man durch entsprechende Transformationen 
«8 = 0, 6 s --tf+<Z äJ % = 0, 
Og-0, & a =0, Cg^d + d^ 

so dass die Form der Substitutionen von M x nur sein kann 
h — \*i,*»*»**t (<l+d 1 )Si+d 1 z i +a 1 ,...,(d+d 3 )z a +d B B i +a i , d*,+«, 
Transformieren wir jetzt durch v, wo 

»= |jS 13 £ s ,# s , « 4 5,, S , 2 S ,# 4 — 3, — £ a |, 

V -1 = |2 1 ,^,^ 3 ,Ä, Ä I)*»j*Jj** + *l + ^ij 

so findet sich d 1 = 0, dg = 0, ähnliche Transformationen liefern <£,= 
so dass die Form der Substitutionen von i/, sich reduziert auf 

^ — l*u«sj Ä n** ^, + k,, d^ + Kg, (**„ + «,, tfj? 4 + « 4l (mod.3). 
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a. zu zeigen, dass diese letzte Form auch hinreichend ist, transfor- 
eren wir t s durch w, wobei 

aach wird die inverse Substitution w selbst lauten: 
1 


0= jSj, ^,5,, s 4 




Wendet man nun ip+ ] transformierend auf / B au und bildet also 
's"'si 80 8 ent z - B- ~4 der Reihe nach über in a H 1 z t + U*> e% + . . . 
SB», dura in (i< 4 '(^ l + « 1 ) + &< 4 )(^ 1 + «,) + ..., endlich in 


a^d 


BK^-'-]+-'B^+-]' 


tinet man nach «,, s Ä , £ 3 , ..., so werden wegen der Determinanten- 

enschaften die Koei'ficienten von *,, z % , 2 3 , d.h. 


«** 


ei/" 


äF 


rschwindeu, während der Koefficient von 2 4 gleich d wird. Das 
eiche gilt von 2,, 2 ä , ? 3 . H, enthält also die 2.3* Substitutionen 
r Form £,. 

Die Untersuchungen des vierzehnten Kapitels führen, wie schon 
«ahnt, zu den Resultaten: Alle Werte von >p 1 hängen von einer 


leichung des Grades 
r_ 3*(3'-l)(3 


/=-! 


ab, deren Gruppe die Ordnung 
= 3 G .80.26.8 


- 3)(3«- 3 B )(3 4 -3 3 ) 
2.3* 


sitzt. Ist dieselbe gelöst, so reduziert sich die Gruppe der 
■ipelgleichung auf die Gruppe H l , welche aus den Substi- 
tionen der Form 

ft, = j e l} «j,« s , 2 4 d2 1 + a l , dz- t + a % , de i + a a , rf^j + a^j (mod. 3) 
bildet ist. Ihre Ordnung r, ist gleich 2.3*. 

Aus H x bilden wir behufs weiterer Reduktion eine Untergruppe J, 
ilche alle Substitutionen der Form t a enthält, bei denen a 4 = ist. 
sei y 8 eine zu J gehörige Substitution. Ist f t bekannt, so re- 
ziert sieh die Gruppe H t auf die allgemeinste ausgezeichnete Unter- 
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gruppe von B u welche in J enthalten ist. Diese Gruppe heisse h 
wir wollen dieselbe zu bestimmen suchen. 

Die Substitutionen r dieser Gruppe müssen die Form haben 
T i"H*i)* , !»*si*4 d'e l +a\, tf'ßj + tt'g, d'g t + u;' s , d'e t \. 
Nehmen wir t s in der obigen Form, so wird 

tr l -\'i,H,'n** ^(«i-4 ( j(*i- (, *)>^( J 3-« ä ) 1 / <j 
und ( s if s -1 setzt e t nacheinander in 

um; damit das letztere keine Konstante habe, muss d'= 1 sein. Dia 


allen Substitutionen 




ist auch ausreichend, und daher besteht i? 8 
der Form Ta= \ä lf z t , e a , s k % + «,, s t + a i 
und ist von der Ordnung 3 S . 

tp 2 kann aus tp^ durch Auflösung einer Gleichung abgelei- 
tet werden, deren Ordnung 

ist. Dadurch reduziert sich die Gruppe fl, von fp t auf di« 
Gruppe H a , welche aus den Substitutionen von der Fo: 

*»H*ll*»l*»t*4 *1+«1) *2 + «27 ^+«81 »*| 

besteht. Ihre Ordnung ij ist gleich 3 8 . 

In gleicher Weise kaun man aus H s eine Untergruppe Ä" dnrci 
diejenigen Substitutionen bilden, in denen a s gleich Null ist. Es sei 
qo 8 eine zu K gehörige Funktion. Ist <p 3 bekannt, so reduziert sich 
die Gruppe H 2 auf die allgemeinste ausgezeichnete Untergruppe 5, 
von -ff a , welche in K enthalten ist. Man erkennt ohne Schwierig- 
keit, dass H a — 1 KH a *=K, 
dass also H a •= K ist. Dann nimmt man weiter eine Untergi 
von H 3 , in der a a = ist u. s. w. Demnach ergiebt sich: 

Bestimmt man der Reihe nach zu den Gruppen 


bestehend aus 


-H 4 , 




s a -f- «j , 


<p A ( 


ch di. 


i kann man von <p 2 zu ip 3 und von 9, 1 


Gruppe die Ordn 
zur vollständige! 


ng je» einer 


ttle 


ela 


3 besitzt. Von qj 4 endlich kommt man 


Gr 


: Tripelgleichung wieder » 
: Ordn 
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% 197. Statt von der Gruppe von ga, hätten wir mit demselben 
rfolge von derjenigen einer anderen Funktion tfi, ausgeben können, 
ren Substitutionen die Form 

°= 1*11*») **.«'* Mi + 6 i*i + Ma + d i** + ii Ma + c s Ä s + (? a ir 4 + a *i 

VbM'4 + *1 <***« + «4 I 

.ben. Die Methode des vorigen Paragraphen zeigt, daas die uni- 
äaendste ausgezeichnete Untergruppe der Tripelgruppe Cr, deren Sub- 
itutioneu von der Form r> aind, mit der Gruppe M l des vorigen Pa- 
graphen identisch ist. Eine solche Funktion ^, Iässt sich leicht 
tden. Es giebt in T 3 ) drei Tripel, welche zusammen alle neun Ele- 
ente enthalten: 

A 3 ) (00, 10, 20), (Ol, 11, 21), (02, 12, 22). 

ihiebt man bei der Bilduug von T,) hinter jedes dieser Tripelelemente 
] , 2, 80 erhält man i.) Tripel, welche zusammen alle 27 Elemente 
thalten: 

1(000, 100, 200), (010, 110, 210), (020, 120, 220), 
Ä 4 ) (001, 101, 201), (011, 111, 211), (021, 121, 221), 
|(002, 102, 202), (012, 112, 212), (022, 122, 222). 
ie gleiche Bildung führt bei «=3* auf 27 Tripel A 5 ), -welche zu- 
.umien alle 81 Elemente enthalten. 

Wir verstehen jetzt, wie oben, unter (p, (j, r) eine symmetrische 
Miktion der eingeschlossenen Elemente; dann läast sich beweisen, 
iss jede symmetrische Funktion, welche (bei w=3 4 ) jene 27 Tripel 
B ) zu Elementen hat, zur Gruppe der ö gehört, ■/,. B.: 

^=(0000, 1000, 2000) + ... +(0220, 1220, 2220) 
+ (0001, 1001, 2001) + ... + (0221, 1221, 2221) 
+ (0002, 1002, 2002) + ... + (0222, 1222, 2222). 
der That wird jedes fl die Gesamtheit der Tripel einer Zeile, weil sie 
n gleichen letzten Index haben, in die Gesamtheit der Tripel einer 
deren Zeile, hei denen ja dasselbe stattfindet, überführen. Ist durch 
ä Angabe von r 4 und d i ^ i + a 4 die Reihenfolge dieser Umwandlungen 
kannt, so darf für die einzelne Zeile -r 4 als konstant angesehen wer- 
u, und, statt den aufgestellten Satz zu beweisen, brauchen wir nur 
zeigen, dass die aus A 4 ) gebildete symmetrische Funktion 
Z3 = (000, 100, 200) + ... + (020, 120, 220) 
+ (001, 101, 201) + . .. + (021, 121, 221) 
+ (002, 102, 202) + . . . + (022, 122, 222) 
der Gruppe der a' gehört, welche die Form haben 
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ö' = |?,,Ä t ,«j Oi*i + 6i s j + c,* a + «',, ^s^ + Cs-k + c's, c » s » + a 'i 
(o^ = ß t + <*,**. a', - «, + ^«*, «' = «« + <V0- 
Dies ist dieselbe Frage für drei Indices, welche oben für vier zu be- 
weisen war. Dieselbe Reduktion gilt auch hier; so kommt man auf 
zwei und auf einen Index und dabei ist die Richtigkeit ersichtlich. 

Sind alle Werte von #, Bekannt, so reduziert sich die Tripel- 
gruppe auf die durch die Substitutionen / B gebildete Gruppe ^ der 
Ordnung 2.3 4 (§ 196). Wir bestimmen die Anzahl der Werte voni 1 ,- 
Transformiert man ^ durch irgend eine Subätitutiou von G, so wird 
das Resultat die Eigenschaft von tfi, teilen, alle 3* Elemente in Ti 
Tripeln zu enthalten. Die Gruppe der a enthält, weil a lt 6 3 , £j, d, 
nur =1,2 (niod. 3) sein dürfeu, während man die übrigen zehn Kon- 
stanten willkürlich annehmen kann, 2 4 .3 1U Substitutionen; da die Ord- 
nung von G gleich 

3 4 (3 4 ~l)(3*-3)(3*-3 r )(3*-3 s ) = 3' (3*-l)(3 s -l)(3 s -l)(3-l) 
ist, so hat Vi 

P-qy-iy-iXB-i) _«,..,., 

Werte, während <p, deren nur 40 besass. Es verdient bemerkt zu 
werden, dass die Gleichungen für ifr l und für oj,, trotzdem die eint 
vom Grade 40.13.4, die andere nur vom Grade 40 ist, durch ihre 
vollständige Auflösung die Tripelgruppe auf dieselbe ausgezeichnet« 
Untergruppe H t reduzieren. Den Grund hiervon haben 
oben angedeutet; spater werden wir die einschlagenden Verhältnisse 
genauer betrachten. 

Wir gehen von diesen allgemeinen Untersuchungen zu dem Spezial- 
fälle n = 3 S , der eine vollständige algebraische Auflösung zuliisst, über. 

§ 198. Pur neun Elemente giebt es nur ein Tripelsystem 
die wirkliche Bildung sofort zeigt. 

Man kann folglieh unser bisher behandeltes System für n = 9 als 
das allgemeine ansehen. 

Hierbei werden die beiden Funktionen <p, und </.•, gleichwertig 
und zwar wird die Anzahl dieser Werte gleich 4. Es hat iji die Form 

*i = (00, 10, 80) + (Ol, 11, 21) + (OB, 12, 22) 
und die übrigen drei Werte dieser Funktion sind die folgenden 
*»-(00, Ol, 02) + (10, 11, 12) + (20, 21, 22), 
V 8 = (0O, 12, 21)+ (02, 11, 20) + (Ol, 10, 22), 
(1> 4 "(00, 11, 22)+ (Ol, 12,20) + (02, 10, 21). 
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ese vier Werte können durch die vollständige Auflösung einer Glei- 
ung des vierten Grades erlangt werden. Wir wollen annehmen, 
ss diese Lösung bewerkstelligt ist und die Funktional werte i(! 1 , ^ t , 
, il> i bekannt sind. Wir haben nun zu setzen 

fc — {*-tfX>, 10, 20]} (#-[01, 11, 21]) {#-[02, 12, 22]), 
6- {#-[00, Ol, 021} {#-[10, 11, 12]) \z-\2Q, 21, 22]!, 

[00, 10, 20] -(«-»*) (»-«*,) («--*»), 
[Ol, 11, 21] = («-^ 1 )(«- %1 )(«-^ 1 ),... 
[00, Ol, OS} — (»—«ha) (»— «W>C»— *hÄ 

[10, 11, 12] = (u-x l0 )(u-x n )(u-x ls ),... 


ann ist %i rational durch %.\ , % t rational durch % u. s. w, darstellbar. 
i werden %n &, ■■■ ganze Funktionen vom dritten Grade in z\ setzt 
an dieselben gleich Null und löst die entstehenden Gleichungen 

&=0, fc~0,..., 
i erhält man ihre Wurzeln; diese sind Funktionen dritten Grades 
«. An Substitutionen, welche z.B. [00, 10, 20] ungeiindert lassen, 
ebt es nur diejenigen drei, welche die Tripelelemente 00, 10, 20 
»tereinander umsetzen. Nach der Lösung der beiden Gleichungen, 
>n denen die eine ii>, die andere z liefert, wird die Gleichung neun- 
ti Grades reduktibel. Sie zerfällt in drei Faktoren dritten Grades, 
eiche, wie die Gruppe H l (§ 196) zeigt, Abdache Gleichungen liefern. 
Die Berechnung der Wurzeln knüpft man besser an die Auflösung 
'■r beiden Gleichungen dritten Grades 

>n denen die erste die Werte von 

1) («-%,)(«-*,.)(«-:%), 

2) (»-*») (»-*„) («-»,0, 

3) («_n») («--*„) («-*„), 
id die zweite diejenigen von 

4) (u - x w ) (u - x 01 ) (m - ■%) , 

ö) («-^(«-»uX«-*»), 

6) (*-«w0 (*-•*»> («-*»> 

ie Koefficienten dieser sechs Ausdrücke sind rational bekannt. Be- 
immt man jetzt die grössten gemeinsamen Teiler von 1), 2), 3) mit 
, 5), 6), so erhält man alle neun Wurzeln 
o, #,<,, x 3( , als gemeinsame Teiler von 1) mit respektive 4), 5), 6), 

„ah,»» „ 2) » » fl, 5), 6), 

„ x a , *„ „ „ „ „ 3) ,, » 4 ), 5 ), 6). 
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Lehrsatz V. Die Tripelgleichung neunten Grades i st alge- 
braisch losbar. Nach der Auflösung einer Gleichung viert« 
und einer Gleichung dritten Grades zerfällt aie in drei n- 
tionale Faktoren dritten Grades, welche sämtlich Abel'scli 
Gleichungen sind. Die neun Wurzeln können durch die Auf- 
lösung einer Gleichung vierten und zweier Gleichungen drit- 
ten Grades gefunden werden. 

§ 199. In enger Verbindung mit diesem steht das folgend« 
Theorem: 

Lehrsatz VI. Wenn eine irreduktible Gleichuug neuntei 
Grades so beschaffen ist, dass drei ihrer Wurzeln in eine: 
durch die folgenden drei Gleichungen ausgedrückten Bezie 
hung stehen 

x s = 9(x 1 ,x s ) = 6(x s ,x 1 ), «i-ÖCiuaO-eC*,,«,), 

in welchen eine rationale Funktion ihrer beiden Argumente 
bedeutet, so ist diese Gleichung algebraisch auflösbar. 

Wir betrachten die Gruppe der betreffenden Gleichung. Sie ist 
transitiv; sie ersetzt die drei Wurzeln x t , x ai x s durch drei andere, 
zwischen denen dieselben Beziehungen stattfinden, wie zwischen 3j 
x it x A . Die neuen Wurzeln mögen a/j, a, J a , x' a sein. 

Stimmen die beiden Systeme in zwei Wurzeln öberein, dann auch 
in der dritten; denn aus x i ^x\, x i =$\ folgt 

ä', - 9 K, aM -OOn «.)-%, 
und wären x r 8 , x s nicht der Ausdruck für dieselbe Wurzel, so wäre 
die Gleichuug, da sie gleiche Wurzeln besässe, nicht irrednktibel. 

Ist x i eine von x lt tf a , x a verschiedene Wurzel, so giebt es Sub- 
stitutionen, welche x i in x 4 überführen; bleibt dabei keine der Wur- 
zeln ungeündert, so erhält man ein neues Syatem x t> x b , a^; bleibt 
dagegen eine Wurzel, z. B. x B , ungeandert, so erhält mau als neues 
System x it x A , x v Geht man in derselben Weise weiter, indem unin 
die möglichen Wirkungen der Substitutionen untersucht, so erkennt 
man, dass alle Wurzeln sich iu das Tri uelsy stein von neun Elementen 
einfügen, und dass die Gruppe der Gleichung daher eine Untergruppe 
der im vorigen Paragraphen besprochenen Gleichung ist. Sie ist also 
algebraisch lösbar (vergl. das fünfzehnte Kapitel). 

Es ist bekannt* dass die neun Inflexions punkte, welche eine 
ebene Kurve dritter Ordnung besitzt, zu je drei und drei auf geraden 

* 0. Hesse: Crelle's Journal XX VIII, 8. 68; XXXIV, S. 191.- Salmon: CrelWi 
Journal XXXIX, S. 366. 
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dien liegen. Derartiger Linien giebt es zwölf, von denen je vier 
rch jeden Inflexionspunkt gehen. Je drei der Infi ex io na punkte bil- 
q also ein derartiges Tripel; sodass durch zwei Elemente desselben, 
5 beliebig gewählt werden können, das dritte Element bestimmt 
k. Die Abscissen oder die Ordinaten der nenn Inflexionspunkte sind 
mnach die Wurzeln einer Gleichung neunten Grades mit Tripel- 
arakter, und die Gleichung ist algebraisch lösbar. Die Gleichung 
aht daher unter dem Geschlechte der in § 198 behandelten. Wir 
umen sie aber auch in Beziehung zu den eben besprochenen setzen. 
Es kann nämlich auch bewiesen -werden, dass, wenn x lt x t , x z 
e Abscissen oder die Ordinaten dreier konjugierter Inuexionspunkte 
ad, dann 

ird. Hierin bedeutet 9 eine rationale in ihren beiden Argumenten 
'm metrische Funktion. Die Beweise für diese Eigentümlichkeiten 
>ergehen wir, da dieselben fernliegenden Gebieten angehören. 




Dreizehntes Kapitel. 
Über die algebraische Auflösung der Gleichungen. 


% 200. In den letzten Kapiteln sind verschiedene Gleichungen 
mandelt worden, die infolge charakteristischer Beziehungen ihrer Wur- 
ln zu einander eine Anwendung der Theorie der Substitutionen er- 
öglichten. Jene Beziehungen waren von vornherein gegeben, und 
eser Umstand ermöglichte unsere Schlüsse. 

Bei allgemeinen Fragen dieser Art macht sich aber ein Zweifel 
Itend, der, wie schon früher angedeutet wurde, zuerst beseitigt wer- 
n muss, wenn eine Verwendung der Substitutionentheorie bei all- 
imeinen algebraischen Fragen gestattet werden soll. Die Theorie 
OS Substitutionen knüpft lediglich an rationale Funktionen der 
leiehungswurzeln an: treten daher bei der algebraischen Auflösung 
m algebraischen Gleichungen irrationale Funktionen der Wur- 
ln auf, so befinden wir uns auf einem Gebiete, in dem von Substi- 
tionen überhaupt keine Rede mehr sein kann. Die Entscheidung 
:r hierdurch aufgeworfenen prinzipiellen Frage kann natürlich nur 
if algebraischem Wege möglich sein; die Anwendung der Substitu- 
anentheorie würde eine petitio principii ein schli essen. Es kann da- 
!T, um nur einen speziellen Fall hervorzuheben, ein Beweis für die 


I 
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Unauflösbarkeit allgemeiner Gleichungen von höherem als dem fierta 
Grade durch rein substitutionen-theoretische Argumente nie geliefert 
werden. 

S 201. Bei algebraischen Fragen ist vorerst das Gebiet fest- 
zustellen, innerhalb dessen die zugehörigen Grössen als rational an- 
gesehen werden sollen. 

Wir nehmen an, dass alle rationalen Funktionen gewisser ge- 
gebener Grössen SR', SR", SR'", ... mit ganzzabligen Koeffizienten den 
Rationalitätsbereich (SR', SU", 3t"', ...) konstruieren.* Führt maa 
unter irgend welchen Elementen dieses Bereiches die Operationen der 
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, oder der Erhebung 
eines der Elemente in eine ganzzahlige Potenz aus, so wird das Re- 
sultat noch demselben Rat ionalitiitsbe reiche angehören. 

Die Ausziehung von Wurzeln wird im allgemeinen solche Resultate 
geben, welche ausserhalb des ß.ationalitiitsbereiches liegen. Wir ti 
nen uns bei der Ausziehung von Wurzeln auf die Anwendung ™ 
Primzahlen als Wurzelexponenten beschränken, da eine m.n 1 * Wurol 
durch die m 10 Wurzel aus einer )( lun ersetzt werden kann. 

Alle diejenigen Funktionen von SR', 91", 9t'", .. ., welche nur darch 
ein- oder mehrfache Würze laus Ziehungen aus den rationalen Funktionen 
erlangt werden können, fasst man unter den Begriff von algebrai 
sehen Funktionen zusammen, die zum Bereiche (9i', 9t", 91"', ..-) 
gehören. Der erste Schritt von den rationalen zu den algebraischen 
Funktionen besteht demnach in der Ausziehung einer Wurzel mit 
Primzahl exponenten aus einer rationalen, ganzen oder gebrochenen 
Funktion F,. (9t', 9i", . . .). Die erhaltene Grösse sei V,,, so dass 

VS 1 = F y (3f , 9ft", SR'", . . .) 
wird. Wir wollen unseren Rationalitätsbereich jetzt dadurch erweitern, 
dass wir ihm die Grösse V, zuordnen, adjungieren. Wir erhalten 
demnach von jetzt ab (V,.; 9t r , 91", 91"', ...) als Rationalitätsbereich, 
d. h. es gelten uns alle ganzen oder gebrochenen Funktionen von Vr, 
SR', SR", SR'", ... als rational. Dieser Bereich umfasst den früheren. 
Mit dieser Erweiterung geht eine Erweiterung der Rcduktibilität Band 
in Hand. Wenn z. B. in $* — <p (SR', 91", 9t'", . . .) die ganze Funktion 
<p so bestimmt ist, dass sie keine vollkommene p t tB Potenz bildet, so 
ist im Bereiche (SR', SR", 9i'", - . .) die Differenz x" — tp irreduktibel; 
nimmt man dagegen V£'=(p, so ist in dem Bereiche (F,.;9t', SR", 91'",...) 

* L.Kronecker: Berl.Ber.18T9, S-SOüflgg.; vergl. auch: aritb.ro. Theorie d. 
algebr. Grössen. 


Dreizehntes Kapitel. Über die algebraische Auflösung dar Gleichungen. 237 

ie Differenz x" — q> zerlegbar, da aie den rationalen Faktor x — 
esitzt. 

Den neuen Bereich können wir durch Ausziehung einer zweiten 
Wurzel mit Primzahlexponenten verlassen; wir bilden eine beliebige 
itionale Funktion F,—i(V,,) 9t', SR".,..) und bezeichnen die p y — 
Vurzel mit F,._i, so dass also 

rird. F,. ist nicht notwendig in F,.—i enthalten, nur darf -F»_i nicht 
Et Vf' -1 oder V T —i im Ratio nalitätsbe reich (F,.; SR', SR", . ..) enthalten 
ein. Adjungieren wir jetzt >",._,, so erhalten wir einen erweiterten 
tationalitätsbereich , nämlich (F„_i, V t ; SR', 9t",...). Ähnlich bilden 
vir weiter y+_ t _ p r _ t (y r _ 1 ( jr . sj^ ^ jrw „^ 


F? 1 - -F.fFj, F 3 , ... F V ;SR', M",..); 
labei bedeuten die F u F a , ... F,._ s rationale Funktionen der ein- 
geklammerten Grössen, die p lt p a ,...p,-—? Primzahlen. 

Iafc also ein algebraischer Ausdruck vorgelegt, so kann man den- 
elben nach dem angeführten Schema darstellen, indem man ihn genau 
o behandelt, wie man einen solchen, der nur Zahlengrössen enthält, 
»ei der Ausrechnung behandeln würde. 

§ 202. Die F a können, wenn es nötig oder praktisch erscheinen 
ollfce, derart umgeformt werden, dass sie in F +i, F +a, ■■■ F, ganz 
Lad mir in den SR', SR", SR'", . . . gebrochen sind. Hätte man z. B. 
F _ G„ + g 1 F g + , + g ä F^ + x + ... ■ 
" H + H L F a+l +Z? S F« + i + . . ? 
Pobei alle G , Q tt ...; H a) H lt ... rational in F a+S , F a+3 , ... F.; 
t', SR", SR"', ... sind, so möge mit oj„-|-i eine primitive j) n +i u ' Ein- 
Leitswurzel bezeichnet werden. Darm ist 
»a+i- 1 , 

p ) JJ o [H a +H 1 v a+l ui +J + H a r: +l <»l i +l + ...] 

;anz und symmetrisch in den Wurzeln von 

yPa+, _ Fo+l <• F(i+S) tt y v , 9^ W » ) WWj . . /, 

nd daher rational und ganz in den Koefficienten dieser Gleichung, 
. h. in F a+ , und rational in H ai H lt If 2 , ..., d.h. in F +*, ... T",,; 
V, SR", SR'", ... Daraus folgt, dass das Produkt P) eine rationale 
'unktion von Vu+s, ... F,j SR', SR", SR'", ... wird. Ferner wird 
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p.) 


l[H, + H 1 V. + t c,. + 


ganz in l^+i, rational in F H+ 
metrisch in den Wurzeln von 


. V y ; SR', SR", ...; und da es syn- 


-1 


-aJPa+l-J+^c + r 


. + a;+l_0 


ist, so fallen aus P ( ) die Potenzen von co„ + i heraus. Erweitert man 
daher den Ausdruck von F u mit P,), so erhält man für den Nenner 
eine rationale Funktion von J^+b, ^«+3, ■ ■• Y*\ $t', 3t",..., mit 
eher man in die einzelnen Summanden des Zählers hineindi vidieren 
kann. Dadurch erhält man die Umwandlung 

worin alle Koefficienten J , J,, ... rationale Funktionen von Pa+i, 
F„+s, ... F"»; SR', ... sind. Sollten in dieser Reihe höhere als die 
(Pa+i — l) le Potenzen von V a +i vorkommen, so kann man dieselben 
mittels der Definition agleichung für V a j r \ wegen 

F^'-jP«+i, F%+ 1+, = -F a _ | _ 1 .F a+1 , V2£ 1+ * = F a+1 .rZ+ l} -" 
entfernen, so das» 

gesetzt werden kann. In zweiter Linie werden jetzt die einzelnen 
Koefficienten J ebenso umgeformt; sie können in V a +° gebrochen sein; 
durch geeignete Erweiterung ihrer Bruchform wird jedes der J in eine 
rationale Funktion von F„-j.j, ... V v ; SR*, SR", ... und in eine ganze 
bis zur (j? +ü — 1)"" Potenz aufsteigende ganze Funktion von V a +i 
umgewandelt u. s. w. 

Man kann die so erhaltenen Ausdrücke noch derart umgestalten, 
dass der Koefficient, welcher zur ersten Potenz der letzte in geführten al- 
gebraischen Irrationalität gehört, gleich der Einheit wird. Um den Be- 
weis hierfür zu geben, muss aber zunächst ein Hilfssatz abgeleitet 
werden, welcher auch bei der Untersuchung der Form der Wurzeln, die 
auflösbaren Gleichungen eigentümlich ist, vielfache Verwendung En- 
den wird.* 

§ 203. Lehrsatz I. Sind f , /",,... / p _i; F rationale Funk- 
tionen innerhalb eines bestimmten Rationalitätsbereiches, 


, Oeuvres compl.II, 196, hat den Satz zuerst ausgesprochen; 

(r hat ihn in seiner vollenßedeutung(Berl.Ber. 1879, S.20C) hingestellt- 
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folgt aus dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Glei- 
tingen 

3) wr-F -0, 

tweder, dass eine der Wurzeln von B) demselben Rationa- 
ätsbereich angehört, wie f 0J f ly ... /J>—i; .F, oder dass /o = 0, 
= 0, ... /J[,_i = ist. 

Der grösste gemeinsame Teiler der Polynome in A) und B) wird 

Koefficienten der höchsten Potenz von w die Einheit besitzen; er 

isse 

qp + <p x w + q) 2 w 2 + . . . + <Pv— iW v ~ l + w v . 

eser wird, gleich Null gesetzt, v Wurzeln von B) liefern; bezeichnet 
in daher eine von ihnen mit w x und eine primitive p^ Einheitswurzel 
t o) P) so sind alle diese v Wurzeln in der Form 

t0 1} G> p *W x , Cj/W ly (OpYtOn ... 

rstellbar. qp ist, abgesehen vom Vorzeichen, ihr Produkt 

i p eine Primzahl ist, so können wir zwei Zahlen w, v finden, für 

siehe , . 

pu + vv = 1 

d=*pud + vvd 
rd. Trägt man diesen Wert von ä ein, so wird 

(± <PoY — ( W l Bp 9 *) 1 -*" — Wy (O p vö . W{-P" = W x G) p v6 . F~ M , 

w 1 G>/*=F u .(±<p )°; 

le Wurzel ^w/^vonB) gehört also dem festgelegten Rationalitäts- 
reiche an. 

Dies tritt nur dann nicht ein, wenn ein grösster gemeinsamer 
iler nicht vorhanden ist, trotzdem aber A), B) gleichzeitig bestehen, 

,nnalS0 /u-O^-O,.../^!^ 

rd. 

§ 204. Wir wollen von diesem Satze für die angedeutete Re- 
ktion (§202, Schluss) von 

»brauch machen. Ist J x irgend einer der Koefficienten J x , J 2 , ... 
Icher nicht verschwindet, so nehmen wir 
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ä,) w a+1 -J,K+i-o 

B,) F^+'-F.+ i^O. 

und setzen als Rationalitätsbereich 

(Cm, V a+3 , ... V,.; SR', SR", ...; W a+1 ) 
fest. Dann ist zufolge des obigen Satzes entweder Wn+i=0, J,.^^ oder 

C,) r B + 1 = B(W' 0+1 , K„ +! , ... F v ; 9t', 3t",...). 

Die erste der beiden Annahmen steht im Widerspruch zu den Voraus- 
setzungeo. Es nmss daher die zweite giltig sein; folglich kann man 
in den Ausdruck von F statt V a +i die Funktion H'a+i einführen, 
welche so beschaffen ist, dass (F"*+i, Va+i, ■•■ Vv\ SR', SR", ...) umtj 
("W.+,, V tt+1 , ... F v ; SR', SR", .-.) denselben Rationalitätatiereicii 
konstituieren, wie aus A,) und C,) folgt. Eb wird zudem 

so dass, wenn man an Stelle von B t ) diese Definitionagleichung in 1 
die Reihe der Irrationalitäten einführt, die Werte V a) V a —i,—% 
nicht geändert werden, und man setzen kann 

F.-J, + W. + , + L,WU< + L,W.' +t + ... + L r: , +1 - l } 
Die Bestimmung der Koefficienten geschieht durch 

das grösste in stA enthaltene Vielfache von p a +\ bedeutet, 

W.+i - (fixi. 

" JlF% 
Da die Reste von 

x, 2x, 3x, . . , (p a -\-i — 1) x (mod. p a + 1 ) 
sämtlich unter einander verschieden sind, so liefert diese Methode völ- 
lig eindeutige Bestimmungen für die L. 

§ 205. Wir gehen jetzt zu der Form der Wurzeln algebraisch 
auflösbarer Gleichungen über. Gegeben sei die Gleicbuu* 

1) f{")-0, 

welche algebraisch auflösbar sein soll. Es heisst dies: von dem Ra- 
tio nalitätsb ereich e (SR', SR", SR"', ...) aus, in welchem sich jedenfalls 
die Koefficienten der Gleichung 1) befinden, kann man durch 
braische Operationen, also durch Addition und .Subtraktion, Mnlti- 


Ist jetzt 


wo qip a +i 
so wird 


J,rU 




-ZtiWlk 
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jy = 6 2 -a s , 
J7-& + F,, 

Dann wird der Ausdruck von f(% ) folgender sein 

}f(x ) -oF. + CF^-^^ + F, .F^-0; 
vergleicht man dies mit Tr q /T xrN _ 

und bestimmt F t aus den beiden letzten Gleichungen, so erhält mal 

a (b + V a ) - a*V 2 + (b - F 8 ) V* 
a» + (6 + F,) F, - a F,*~ "' 

so dass also F t bereits in dem Rationalitätsgebiete (F 3 , F 8 ; a, b) 
enthalten ist. Macht man nun zuerst F, ganz in F 2 nach der Methode 
von § 202, so ergiebt sich wegen 

[a 2 +(b+V s )V i a-aV i i (o s ] [a»+0+F,)F, w*-aF, , ii>] - 2b (b+V s ) (a+Tfl, 
r c t + ( 6 + Fs ) Vi -a V*] [2 b(b + F s ) (« + F/)] - [26 (6 + F 8 )] 8 , |* 
r« (& + F.) - «r« F, + (6 - F s ) F 8 *] [2 6 (6 + F 3 ) (a+ F,«)] = 4a&* (6 + F s ) F 8 J , 
wo w eine primitive dritte Einheitswurzel bedeutet, 


r i" 46 2 (6 + F 3 ) 2 " b+V s ' 


Entfernt man V z aus dem Nenner durch Erweiterung mit 6 — F 3 , so 
wird 


6-F, 


17 = V r 3 TT 2 

r l .,2 *2 ? 


fc— F 

x r 2 ^ _2 ' 2 • 

§ 207 • Wir kehren zu den Betrachtungen von § 205 zurück und 
untersuchen den zweiten möglichen Fall. In 

f(x ) - H + H t V l + H 2 V» + . . . + H p , _x F? - 1 

seim # =o, jy, -o, b-,-0, ...^.-x-o. 

Denken wir uns die Ausdrücke 

x^Gr^rG^ ^+0 2 F 1 X 8x +-.-^-i^" 1 Mi (, !' V1 ^ (x— 0,-l,... A -l) 

gebildet, in welchen o^ eine primitive Wurzel der Einheit sein soll, 
so folge 

, aä- öo r) + Gl" F, erf + G ( ;>F>;" + ....+ <#>_ , F/> - ' ^ -«?, 
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iseren Voraussetzungen nach ist auch dieser Ausdruck «0, d.h. 
ist gleichfalls eine Wurzel von /*(#) = für x = 0, 1, . ..j^ — 1. 
Im Beispiele der Gleichungen dritten Grades 

rden demnach, wenn wir durch die Wurzelform 

b—V 

) erste der beiden Möglichkeiten beseitigen, 

•x - r, w + h -^p- F 2 2 o 2 , . 

1 2 « 8 2 ' -i+y-3 

6-F * 2 ' 

(X 

* beiden anderen Wurzeln werden. 

§ 208. Es sei nun, was nach § 204 erlaubt ist, 6^ — 1 gesetzt, 
nn findet man durch lineare Kombination der p t Gleichungen für 

x Q = G Q + G l V 1 + G i V* + ... + G Pl - l V l P>-\ 

-i-Go + ^F^^ + ^F^^^^ 

1 W 

e Irrationalität F x ist demnach eine lineare Funktion der Wurzeln .r , 
, ... x Pi — x, sobald man die Einheitswurzel co l dem Rationalitäts- 
reiche zuordnet. 

§ 209. Denkt man sich in dem Ausdrucke 

e Permutationen der die Gleichung f{x) = befriedigenden Wurzeln 
macht, so ist das Produkt aller dieser Ausdrücke eine ganze Funk- 
>n von y i deren Koefficienten symmetrische Funktionen der x und 
her rationale Funktionen der 9t', 9t", 9t'", ... sind. 

Bezeichnet man diese Funktion mit q> (y), so besitzt die Gleichung 

*(y)-o 

• Wurzel 

16* 


I 
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■ 1 


-A'"= V^ -f\0\, '•;,.., ]-,; 9J',9l",5 


wo wir L, wieder gleich Eins setzen dürfen. Man kann auf ?(j)"4 
mit der Wurzel «/„ dasselbe Verfahren anwenden, welches in 
§§20ö, 207 auf /"(»') — mit der Wurzel a' angewendet wurde, | 
Resultat wird sein, dass entweder V* in der Reihe V r) !",_.,.. i',, 
I'o, I", getilgt werdeu kann, oder, wenu man sieh die Reihe t«W§ 
in dieser Weise geläutert denkt, dass 

J'i t=o 

wird, wo wir unter w s eine primitive p^" Wurzel verstehen. M« 
der j/j. entsteht aus j/„ durch gewisse Substitutionen unter den -<„, I 
...x„— x ; also ist I"„ eine ganze rationale Funktion von Wurzeln« 
f'(x) = Q, falls man die Grössen ra,, ra* zum Rational) tiitsbereir.he luü J~ 
zunimmt. 

In der dargelegten Weise fährt man fort und gelangt zu ds» 
Resultate: 

Lehrsatz II. Die einer auflösbaren Gleichung f(x)-0 
nügende explicite algebraische Funktion x v ist als ganii 
Funktion einer Reihe von Grössen 

v u v 3 , y 5J ... v,~xt v* 

darstellbar, deren Koefficienten rationale Funktionen i\« 
Grössen )R', 9t", ... sind; die Grössen Vi sind einerseits gantf 
Funktionen von Wurzeln der Gleichung /'(#) = und vu« W 
zeln der Einheit; andererseits werden sie durch eine Kell? 
von Gleichungen 

VS* = F a (V a+l , r B +u, . . . F,; ST, SR", 91'", . . .) 
bestimmt. In diesen Gleichungen sind p 1J p 3 , ...p, Primzahlen; 
F s , F i ,...F, sind ganze Funktionen der eingeklammerten'' 
und rationale Funktionen der Grössen 9i', 9i",..., welche den 
Rationalitiitsbereich konstituieren. 

§ 210. Dieser Satz gewährt die Möglichkeit der Verwendung tos 
Substitutionen- theoretischen Betrachtungen bei algebraischen Iiiier 
suchungen; er liefert den Beweis für den Fundamental satz: 

Lehrsatz HI. Die allgemeinen Gleichungen von höhere^ 
als dem vierteil Grade siud nicht algebraisch auflösbar. 
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In der That, wären die n Grössen x x ^ x 2y ...x H} welche im Falle 
r allgemeinen Gleichung von einander unabhängig sind, algebraisch 
rch die 9t', 9t", 9t"', ... darstellbar, die wir als mit den Koeffi- 
>nten der Gleichung zusammenfallend annehmen können, so würde 
5 zuerst einzuführende Irrationalität V r die p v te Wurzel aus einer 
bionalen Funktion der 9t f , 91", St'", . . . sein. Bedenken wir, dass V v 
le rationale Funktion der Wurzeln ist, so zeigt sich, dass V vy als 
le p r - wertige rationale Funktion von x ly # 2 , .. . #„, deren p^ Potenz 
mmetrisch wird, mit der Quadratwurzel aus der Diskriminante zu- 
mmenfallen und p r «= 2 sein muss (§ 57). Adjungieren wir diese Funk- 

m V v = y^d dem Rationalitätsbereiche, so umfasst dasselbe alle ein- 
d alle zweiwertigen Funktionen der Wurzeln. Will man einen wei- 
ren Schritt zur Lösung der Gleichung thun, was notwendig ist, wenn 
>2 angenommen wird, so müsste eine rationale Funktion F,._i der 
urzeln existieren, welche 2.j? v _ 1 -wertig, deren p v —i te Potenz da- 
gen zweiwertig ist. Eine solche Funktion giebt es aber für w>4 
öht (§ 59); folglich lässt sich das Verfahren, welches zu den Wur- 
In fuhren könnte, nicht weiter fortsetzen. Die allgemeinen Glei- 
nngen von höherem als dem vierten Grade sind daher algebraisch 
cht lösbar. 

§211. Wir kehren zu der Form der Wurzel einer auflösbaren 

eichung 

Xo = G + V 1 + G a V 1 * + ... + G Pl - 1 V l *-i 

rück. Wir sahen bereits, dass die Einsetzung von 

V x <V statt V x 

f neue Wurzeln der Gleichung führt. Diesen Satz kann man ver- 
gemeinern. Wir setzen dabei voraus, dass das Schema, welches 
f x führt, schon nach Möglichkeit reduziert sei, so dass nicht etwa 
i V a bereits im Rationalitätsbereiche von (V a +i, J'a-H, ... V r \ 9t', 
,9t'",...) enthalten sei. Dann zeigen wir: 

Lehrsatz IV. Multipliziert man in dem Ausdrucke von x 
jendwelche der Grössen V u F 2 , F 8 , ... beliebig mit ent- 
rechenden i>i ten , l> 2 tei S i>s ten Wurzeln der Einheit c^*, o> 8 2 , oV',.-- 
wird das Resultat wiederum eine Wurzel der Gleichung 
:) = sein, welcher x genügt. 

Für V x ist dies, wie soeben bemerkt wurde, bereits bewiesen, 
iet man 


I 


■ 

246 Zweiter Abschnitt. Anwendung Aet Siibutitiitionentheorie. 

/T(*-^-/Tr*-(^+^«i*+ö,F 1 »» l »+...)] 

so wird dies ein Teiler von /"(.(■) sein; F, ist in diesem Ausdrucke it 
schwunden; die «„, k, ... enthalten x,F a , F„... K,; 91', 3t", ... Nim 
man (x; F^, F ä , ... F,; 9)', SR",...) u,1b Ratimialitätsbereich, so gie 
es innerhalb desselben Grössen «'„, k',,..., welche die Gleichung i 
lullen 
A,) f(x- 9t', 91", ...)=(«« + «,n + «, r a s + -.) («'„ + «', V,+ «',»','+. 
Setzt mau diese Gleichung in die Form 

a,) b l> +b l v,+b 2 v/+... + b ll ,- l r?~ , = ö 

um and nimmt die Definitionsgleichung 

B) • r,*.-^i(Vi,...F,; W,...)-0 

ku Hilfe, so zeigt der erste Lehrsatz dieses Kapitels: entweder ist ei 
der Werte *on V t rational in (x, F 8 , V i , ... F,.; 91',...) oder es wen 

b a - 0, \ = 0, ft, - 0, .. . b rt _ , = 0. 
Die erste Möglichkeit muss ausgeschlossen werden; denn da 1", ml 
B) die unbestimmte Grösse x nicht enthält, so müsste es rational 
( Kj, V t , . . . Vr', 9t', . . .) aein; und dies widerspricht den Festsetauni 
über unser System der F. 

Es tritt also der zweite Fall ein; d. h. A^J ist identisch für je 
V 2 erfüllt. Man kann daher V t mit w 8 * in A a ) oder in A,) raulti 
zieren. Es ist demnach 
Ao) /■(^;9f,9t",...) 

-(«„ + ^7,(0/' + a 2 V 2 i u 2 li + . . .){«'„ + u\ F j w s t + « , ,K 1 *tV t +' 
und wie y t — i 

Ko + a 1 F ä + «,F^ + ...=/7(a:-3; l )"/;^;n i ^.-.-) 1 
so wird auch 

S+a,F s Q) 1 * + « 1 F> t » + ...-/lCa:iF i <D 1 *,F M ...) 
ein Faktor von f(x; 9t', 9t", ...) im Ration alitätsb ereich e (#;F S ,P 
F,.; 9t', 9t", . . .) werden. Diesen letzten Faktor hätten wir erha 
wenn wir bei x statt F, überall in G ü , G x , G 2 , ... eingesetzt hl 
F ä ra/'; benennt mau den so entstehenden Wert für den Augenblick 
so ist anch (x — z <*>) ein Faktor von f(x) im Ration alitätsb et 
(x; Fj j F a , . . . F f ; 9t', St", . . .) , d. h. die vorgenommene Änderung ha 
eine neue Wurzel *„**' geliefert. Im ganzen erhalten wir so 
Wurzeln von j\x) = O. 
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Wir bilden nun weiter 

m ist im Rationalitätsbereiehe (%)V S )V^ ...) e i fl Teiler von f(x)\ 
10 giebt es in ihm auch Grössen ß' , ß\, /3' 2 , . .., welche die Glei- 
ung 

J t ) f(x; ff, ff', . ..) - (ß + ßi V>+ fl, K § »+ ...) 0^ o + ft K 8 + /W+ ...) 
friedigen. Setzt man diese Gleichung in die Form 
A' 2 ) ^ + c 1 F 3 + c 2 F 8 2 +... + C/>3 _ 1 Ff- 1 = 

i und nimmt die Definitionsgleichung 

Hilfe, so zeigt der erste Lehrsatz dieses Kapitels: entweder ist 
ler der Werte von F 3 rational in (#; V A1 "T 5 , . . . V v \ ff, •••)? °^ er 

c = 0, <i«0, c 2 = 0, ... c Pi —i = 0. 

e erste Möglichkeit inuss ausgeschlossen werden; denn da V z wegen 
j) die unbestimmte Grösse x nicht enthalten kann, so müsste es 
bional in (F 4 , .. . F v ; ff } ...) sein; und dies widerspricht den Fest- 
ungen über unser System der V. 

Es tritt somit der zweite Fall ein; A f 2 ) wird identisch durch jedes 
; erfüllt, also auch durch V Q ca 3 k ] dies letztere findet bei A'j) gleich- 
11s statt, da die Umwandlung von V z in F 8 a> 8 * bei A\) auf A' 2 ) nur 
rart wirkt, dass bei ungeänderten c , c 17 ... zu den Potenzen von F 8 
ch Potenzen von a> 8 treten. Es ist demnach 

A'o) A*;W, «",...) 

J wie 

wird auch ~~ 

l»o+l'iW+AW+--/i(*:'i<-) 

Faktor von f(x; ff, ff ', . . .) im Rationalitätsbereiche (F 8 , . . . V v ] 
ff', . . .) werden. 

Wären wir bei der Produktbildung /i(#), / 2 («) statt von x — x 
. dem Faktor x — x^ ausgegangen, der erhalten wird, wenn man in 
itatt V s einsetzt F 8 o> 8 *', so wäre in dem zugehörigen f\ (#) jede Spur 

V ± und dann in f % (x) jede Spur von V 2 geschwunden; das zu- 
örige f 2 (x) wäre daher identisch mit dem obigen 


248 Zweiter Abschnitt. Anwendung der Siil'slitiilionentheorJe. 

f,(x-,r,»,;...) 

gewesen. Da dies ein Faktor von f{x) ibI, so ist x^l eine WutmI | 

von /Tx) -0. 

Diese BeweiBmethode liisst sich bis zu Ende fortsetzen, 

$ 212. Hierbei ist noch dreierlei nachzuholen, was, um den B 

weisgnng im vorigen Paragraphen nicht zu unterbrechei 

Stelle aufgespart wurde. 

Zuerat ist es nötig zu zeigen, dass z.B. mit f t (si\ F,,.,.)» 

das Produkt ,^-i 

f.(*ir„...)-Tlf,<x;r,*, , ,,>.) 

ein Teiler von /' wird. Dies steht fest, sobald die Irreduktibilität 
f t in dem Ration alitätsbereiche (F 3 , V t , ...; 9f, 91",...) bewiesen ist 
Gesetzt, es w"ire / s f'-) reduktibel und q> 2 (&; V 3i ...) einer seiner irredut- 
tiblen Faktoreu. Dann haben 

y ( (a:;Fj,...)-0 

imd Ä(^7«V-0-o 

bei richtiger Wabl des irreduktiblen Faktors <p^ eine Wurzel und die 
linken Seiten daher im Rational i tu ts gebiete (F,, F s , ...) einen Faktur 
gemeinsam. Setzen wir nun als bereits bekannt voraus, dass / in 
diesem Gebiete irreduktibel ist, so wird l\ ein Teiler von y t sein. 
d. h. es wird 

?,(*; f„ ...)-/;(*; f„ r„ ...)*,(*; r„r„...> 

Nach der Methode des vorigen Paragraphen rindet man, dass auii 
i Teiler von qr s ist; also, da f\ irreduktibel sein sollte, dass 

v,(^v,,...)-JJf,(.z-,v 1 <i! t l ,v 1 ,...).xb-,r,,...). 

Das widerspricht dem Unstande, dass der Grad von <p s kleiner als dei 
von /j ist. 

Die Funktion / s ist also im Bereiche (V s , V t , ...) rational, wenn 
es /', in (F a , F B ,...) ist. So kann der Beweis bis auf die offenen 
irreduktiblen Faktoren x — x a zurückgedrängt werden, 

% 213. Ferner ist zu beachteu, dass bei den Produktbildimgea 
z. B. bei 

"~lfl( X \ *W. ^31 F *i •'s.-) 


m 
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dann aus den p, Ux Faktoren f x {x\ V m% & mi} ...) ein Produkt, in wel- 
chem V mi verschwindet, und auch F Wl + i, ... V„^—\ noch ver- 
schwinden mögen: 

und fährt in dieser Weise fort, so % crhält man, wenu alle 
Wurzelzeichen F n F 2 , ... V r durch die Produktbildungen be- 
seitigt sind, eine Funktion des Grades n 

welche, gleich Null gesetzt, x zur Wurzel hat. Der Grad 
von f{x) ist gleich 

d.h. gleich dem Produkt der niedrigsten äusseren in x 0) f X) 
/i,... auftretenden Wurzelexponenten. Jedes f a ist im Ra- 
tionalitätsbereich (K na ,F m{f+1 ,r i ,...;^9i ,, ,^ f,, ,...)irreduktibel. 

Lehrsatz VI. Ist eine irreduktible Gleichung vom Prim- 
zahlgrade j» algebraisch auflösbar, so wird der äussere Wur- 
zelexponent gleich dem Grade p der Gleichung-, ausser ihm 
giebt es keinen weiteren äusseren Exponenten; es wird das 
Gleichungspolynom folgendes sein: 

/'(*) Ä JJ ( G o + V t »/ + G 2 VW + ... + G p - i V x p-i<o^-"). 

Lehrsatz VIL Treten in dem Ausdrucke von # mehrere 
äussere Wurzelzeichen auf, so kommt das Produkt aller zu- 
gehörigen Exponenten als Faktor in n vor. 

Denn in //(# — #*) kann ein V nur dann verschwinden, wenn 

alle seine Werte F, Fcj, Vo 2 } ... symmetrisch darin auftreten; bei 
einem äusseren V kommt dies nur vor, wenn wirklich die entsprechen- 
den Faktoren für dieses V gebildet werden. Denn wenn V XJ V a zwei 
äussere Wurzelzeichen sind, so wird man 

X(i =G +G l V 1 +G 2 V* + ...+ G Pl - 1 V?- 1 
= H + H l V a + H 2 VJ+... + H Pa - 1 V"* 

setzen können. Enthielte nun das Produkt 

p ) l7i> - ( Q o + ( h Vi *>i* + &2 vw +...)] 


.— i 


*=0 


kein V a mehr, so würde es nach § 212 mit dem Produkte 
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Pp— 1 


'a 


TJ\x - (i/ + U, VUi + H t Viat? + . . .)J 


:=0 
Pa- 1 


JJ[x - (ö^+ GV V x + 6#> Fi« + . . .)J 


*=0 


J" 


t 


^Übereinstimmen. Da sämtliche Faktoren beider Ausdrücke in x linear 
sind, so folgt aus dieser Übereinstimmung auch die der Faktoren, 
d„ h. es wird z. B. 

A) r + r 1 v l + r 2 v J 2 +... + r p ^ 1 v l *»-*-o. 

Verbindet man hiermit die Definitionsgleichung von F n nämlich 

B) F 1 Ä -J T 1 (F 1 ,r 8 ,...K,;W > ...)-0, 

80 würde nach dem ersten Lehrsatze entweder folgen, dass V x eine 
rationale Funktion von F 2 , F 3 , ... 9t', 31", ... ist, und das ist un- 
möglich, oder dass 


G.-G« , ©X-öf, M*-» 1 .' 


L (x) 


... 


wird. Da nun (r ( y aus 6? y entsteht, indem iö ai * F« mit einem (o a 
multipliziert, so folgt durch Potenzieren mit p t l e icht ; es müsse 

'. sein, wo K Y kein F a mehr enthält, und ferner niüs se p a ^p i werden. 
Dann wird 

x = Ko + Ki(V 1 V a ) + K,(V 1 V a y + ... + K Pl ^^ 

Da F« ein äusseres Wurzelzeichen ist, kann man die Anordnung der 
F so treffen, dass « = 2 wird; demnach ist es möglich, auf F, so- 
gleich V X .V % folgen zu lassen, indem man als Definitionsgleichung 

(F 1 F 2 )p^ J F 1 (F s ,...)i^(F 8 ,...) 
einführt. Solche Reduktionen können wir aber als von vornherein 
durchgeführt annehmen. Im Produkte P) kann daher V a nicht ver- 
schwinden. 

§ *16. Wir untersuchen jetzt die Änderungen, denen x unter- 
liegt, wenn man zu den Wurzeln F 2 , F 3 , ... F«^, welche bei der 
ersten Produktbildung wegfallen, irgendwelche entsprechenden ft 


teu 


ton 


Ä""' •••Ä-i ten Einheitswurzeln als Faktoren hinzufügt. Es mögen 

*> F Wa -i, ... F 2 , F x ; Cr 0} ö 2 , ... (rp,-! 


hierdurch in 


ni. 


^-1 

übergehen und a i ' 


v»/i,-i) •• 


*>*) V 0o? 0n •••Sfo-i 
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in 

Ee - .'/*, + *'i + Ä V +• ■ ■ + <J>: - > V 
Da nach § 213 hierbei die Gesamtheit der Wurzeln j:„, j,, ... j - 
ungeiindert bleibt, so wird das aus £;„ durch Einführung von <;„ g 
o), s (',, ... gewonnene System von Wurzeln | n , £;,, £ 3 , ... ? ; ,,_i 
jenem ilbereinstinimen. Wir können daher setzen 

I/o+''i +ftV +..--G + t>' t +e,F l »« , 1 s +... 
.'/„+'-,«, +y 8 v».H..-=Cr + i>' 1 ' +£W M "* +.., 


wobei < 


erhält man 


, to'i, oj'i", ... bis auf die Reihenfolge mit den Einheitswuwlii v 
a, s , ... übereinstimmen. Durch Addition dieser Gleichungen B 


fe — »■ 


ea bleibt daher '< (J von allen in V ai V 3 , ... l'„.,-i ausgeführten Werl* 
änderungeu unberührt, d.h. £r ist rationale Funktion von )',„,, F,,,,^ 
9t r , s Jt", . . allein. Im Falle von irreduktibleo rYiiir/.ablgleichuiigeii, 
in denen F mi , ... F, nicht vorkommt, ist also G rational im urspriiDg- 
liehen Rational itiitsbe reiche (9t', SR", SR"',...). 
Weiter erhält man die Gleichung 

ä-'' i = ü (1+oj,-' + ».- b + ■•) + ' / 1 (w'. + w , ;m,-' + <ar* + ...) 

+ G 2 K, !, (ra', ä -r-iü' l ' ä Q)r L + < 8 '3 1 - 2 +-..) 

+ 

In dieser verschwindet der erste Öuinniand der rechten Seite. Wir 
schreiben dieselbe Gleichung mit abkürzenden Bezeichnungen folgender- 


«) v t = &, F, + äij V t * + £l 3 F, 3 + ■ ■ ■ 

Die ji, 1 * Potenz derselben wird, wenn wir die Defiuitions^lcichuiiyra 
berücksichtigen, folgende werden 


= *',('■■ 




F. 


-F.(V.,, >' 


. !',;»{',...) = (>, 


i folgt aus dem ersten Lehrsatz, dass entweder 


F~j rational i 
ist, oder dass 


'• = A , A=0, 
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Wir betrachten die erste Möglichkeit. Bei der rationalen Dar- 
bellung von V x durch F 2 , v 2f F a , i; 8 , ... können nicht alle t? 3J t\>, ... 
> rtfallen, da sonst V x rational in V tf F 8 , ... F Wl , ... wäre, was nicht 
rigehi Es wird demnach in 

in äusseres F a und ein äusseres t;^ vorkommen («,/J<w,). Im Ba- 
Lonalitätsbereiche (F W|J , F m ,+i, . . . F r ; SR', St", . . .) ist x eine Wurzel der 
-reduktiblen Gleichung 

/;(a;;F, /M ...)^-JJ(a;-rr A .)-=0 

om Primzahlgrade }\. Da # aber zwei äussere Wurzelzeichen F a , r* 
nthält, so ist dies nicht möglich (Lehrsatz VII). Die erste Annahme 
iuss folglich verworfen werden. 

Wir haben demnach anzunehmen, dass 

^ = v/«, ^,=0, ^ = 0, ^3 = 0, ... 

ei. Zu der Gleichung 

elangte man durch Potenzierung von a). Dies ist nur möglich, wenn 
ie rechte Seite von cc) ein Monom in Beziehung auf F x ist. Daher 
at a) die Form 

ld daraus erhält man 

- <j„ + SlxGx TV + Ä (Äaö, TV)* + • • • = G + <?, F, o>', + ff, T\ V, 2 +' . . . 

sr erste Lehrsatz zeigt, dass die Glieder mit gleichen Exponenten links 
id rechts einander gleich sein müssen; speziell wird 

ÄiGaTV-GWml', 

a") »j-ntföaF, 2 . 

Lehrsatz vm. Die Umwandlung von V a , V a , ... V, Hi ^i in 
«*, r 3 «4, ••• F»,-,^,-, fahrt Ff in ein (^F?)» über. 

§ 217. Die durch a") ausgesprochene Umwandlung fahrt G a V[ 

^ m g a v l « = <>*(<» , l x GiV 1 x y=9M i ''G"V 1 la . 

jetzt 

Aa-fc^ + A« (0<*«<ä), 

wird Ö.F" in 0^1'^ übergeführt werden, wo k a durch die Kon- 
enz 


ra 
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X a Ä«« (mod.jp,) 

« 

bestimmt ist. Dieses Resultat weist darauf hin, eine primitive Wurzel 
g (mod. p t ) einzuführen und zu setzen 

m 

Dann wird die Reihe 7 . w 7 > p 

mit der Reihe K flPfifF 1 ß ta-» 

übereinstimmen, und wir erhalten 

x = H + R Q + R t + R%-t- ...+ ^j»,— 2- 
Die von uns betrachtete Wertänderung «") der T r 2 , T 8 , ... F TO| _i hat 

dann den Effekt 

2tf in 1C + * 

umzuwandeln, wo h durch die Kongruenz definiert ist 

g* ■■■■7t (mod.^), 

und ct + x } wenn es grösser als p l — 2 sein sollte, durch seinen kleinsten 
nicht negativen Rest mod. (j> t — 1) zu ersetzen ist. Hält man die» 
fest, so kann man sagen, dass der Reibe nach durch a") 

I) Tio 1 , Ui', xvg 1 , . .. jRj»* — 2 

in 

II) -ß*'} -Rx + lj -Bx + 2j ••• -Rx+p,— 2 

übergeführt werden. 

Die a -malige Anwendung derselben Wertänderungen ruft aus I) 

III) -Baxj Rox + l? Rax + 2y ••• -ß«x-fp, — 2 

hervor. 

Existiert eine andere Wurzeländerung, durch welche R* 1 in i?y+« 
umgewandelt wird, so führt diese 1)' durch ß- malige Anwendung in 

IV) &*},, -ß^+i, ifyJ,+2, ... By ; i +i»,-2 

über. 

Wendet man endlich die erste Operation a-mal und die zweite 
/3-mal an, so gelangt man von I) zu, 

In der Reihe I) sei nun JR^' dasjenige Glied, welches unter den durch 
Wurzeländerungen von F 2 , F 3 , ...;F W| — i aus JßJ 1 ableitbaren den 
kleinsten Index hat; Rftsei ein anderes, durch eine Wurzeländerung 
aus JFfo 1 ableitbares. 

Dann kann man durch «-malige Anwendung der Operation, welche 
zu R$\ und durch /8-mälige der Operation, welche zu Rf t l führte, auf 
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kommen. Bestimmt man a und ß derart, dass 

den grössten gemeinsamen Teiler von x und (i giebt, so erkennt man, 
dass v = x, also p ein Vielfaches von x ist. Alle von US aus erreich- 
baren Terme von I) sind also 

T>Pi T>P> T>Pt J>Pi 

JLiO , JXy. , XVJ X , ... JX.p^l n • 

Der letzte Term bestimmt sich durch die Bemerkung, dass eine noch- 
malige Anwendung derselben Operation von ihm zum ersten Term 
zurückführen muss. Wir sehen somit: 

Lehrsatz IX. Die Anzahl der Werte, welche 

BS 1 - Vi" 
dadurch annehmen kann,' dass die Grössen F 2 , F 3 , ... F wl| _i 
mit willkürlichen ^ 2 ten , jt) 3 ten , ... p mt -i ien Einheitswurzeln «2, 
<*>3, ... <#«,, — 1 multipliziert werden, ist ein Teiler von p l — 1. 
Diese Anzahl ist gleich dem Grade der Gleichung 

deren Koefficienten rational in F W| , F,„ a , ... sind. Es giebt 
eine Art der Umwandlung von F 2 , F 3 , ... F Wl _i, durch deren 
'wiederholte Anwendung auf Ff 1 diese Grösse in alle ihre 
Werte übergeführt werden kann. 

§ 218. Die Formel a ft ) aus § 216 zeigte, wie bei einer gewissen 
Umwandlung von F 2 , V 3) ... F wll _ i der Term F t sich verhält. Er 
geht in 

über. Daraus kann man erkennen, in welche der Wurzeln # , r 19 ... tf^—i 
hierbei # verwandelt wird. Wir haben nämlich 

Xo = G + V 1 + G 2 V 1 * + G 3 V 1 * + ... 

Xl = G Q + Y l <o l + G 2 V*a 1 * + G z V l *<>>s + ... 

^ = ^o+F 1 d 1 2 + G 2 F 1 2 a )l 4 + ^F> 1 6 + ... 


Diese Werte werden durch a rf ) in diejenigen derselben Reihe um 
gewandelt, in denen die Glieder 

»W7, <*>i<W, «öaF^.... 
vorkommen. Wäre z.B. Ä ,, Ä , 

so würde durch a") der Wert x a in ^ umgewandelt werden: 
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S 219. Wir untersuchen mm folgende Fülle: 
I) Gesetzt, zwei Wurzeln X a und Xp blieben bei der vurgeuui 
niencn Änderung ungeündert; dann wäre nach dem vorigen Paragnjjl 


uud daraus würde sich ergeben 

(«-^)Ä--. («_# (uiod.p,), 

W a = 1. 

Es würde uIbo in ß") keine Einheitswurzel auftreten und mit /„, 
bliebe jede andere Wurzel ungeündert. 

II) Gesetzt, eine Wurzel x a bliebe nngeünderl, während 7i^\ 
x-, übergehen soll. Dann hiitte man 

hieraus folgt ,. ,. 

oder nach Gauss'sclier Bezeichnung 


A- - 


1 


(mod.;.,). 



Ginge nun x t Aber in fl"j, so wäre 

also , , . 

*l = (>-ß) + cil (mod.p,), 

ff — (0 — a) (y — a) + u fmod. j),) , 
so dass x r in ^—k) ( Y — a )+ n übergeht. 

111) Gesetzt endlich, keine Wurzel bliebe ungeündert und J; 
ginge jfy in a.y und a'd in #, über. Dann hätte man 

«y«* 1 -I- «>,•* (« - 0, 1 , 2, . . . Pl - ■ 1 ), 

0/01'/ = w/* Bl,*«^ — %»* 

und es folgte ans den letzten beiden Gleichungen 
(*~y)l = (ff - ß) (mod. ft) , 

* — jzn; ( mod -i'i); 

ans der ersten Gleichung ergiebt sich weiter, dass 


(ß — y)X nicht -^a — ß (uiod.j/,), 
(«-,.)(*-« „ =(„_,))(,_,) ( m „d. Ä ) 
«(« — J.-J + /S) „ -j-ä-0» (mod.p,) (« — 0, 1, 
Dies letztere ist nur möglich, wenn gleichzeitig 
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s^y+ä— ß, yd nicht ße (mod.p t ); 
zweite dieser Bedingungen ist infolge der ersten von selbst be- 
ledigt. Denn es ist 

ßs^ß*-(y + 8)ß + yt^(ß-y){p-#) tidUi -0 (inod-p,)- 

Lehrsate X. Nimmt man in dem Ausdrucke für x a irgend- 
eiche Umwandlungen von V t , l' a , ... I',,, — i vor, welche derart 
»schaffen sind, dass zwei der Wurzeln a^ t jp„ ... a^,_i sich 
i i-lir ändern, so bleiben sie sämtlich ungeändert; wenn nu 
t uugeiindert bleibt, während x„-\-i in zp übergeht, so ver 

audelt sich jedes 

x Y in %-« Hl -.H.i 

eim keine der Wurzeln ungeändert bleibt und dabei a: a in 
:. übergeht, dann verwandelt sich jedes 
sc Y in Xy+p^.*. 

$ 220. Eine wichtige Anwendung hiervon auf irreduktible ai.it - 
»sbare Gleichungen vom Primzahlgrade ist, folgende: Es besteht kein 
tm '«,,-t-i, •■• mehr; alle Umwandlungen, welche aus Änderungen 
3n i' it r ai ... V uli -j entstehen, sind gewissen Substitutionen unter 
sn Wurzeln x , x lf ... x Pi ~. ( äquivalent; umgekehrt kann jede Sub- 
iitution, welche unter den Wurzeln möglich ist, durch solche Um- 
andlungen von V it V s , ... l'„,-i erreicht werden. Denn diese bieten 
ie einzige Möglichkeit zu Vertauschungen der Wurzeln untereinander, 
lieraus folgt, dass die Substitutionen der Gruppe G der Gleichung 
lle Wurzeln ungeändert lassen, sobald zwei Wurzeln ungeändert 
leiben, dass sie also entweder alle jj, Elemente umsetzen, oder j»,— 1 
ler gar keins. Im ersten Falle nehmen die Substitutionen die Ge- 
is- 1? y + ß-<* —\y y+x\ (mod. pj, 
i zweiten Falle die Gestalt 

t= y (ß — a)(y— «) + «],s,j» Ay-fft (mod.p,). 
ir gelangen also damit zu der Gruppe der Galois'sclien Gleichungen. 

Lehrsatz XI. Jede irreduktible auflösbare Gleichung eines 
■imzahlgrades ist eine Galois'sehe Gleichung (im weiteren 

iine, so dass auch Abel'sche Gleichungen darunter verstanden sind). 
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Vierzehntes Kapitel. 
Die Gruppe einer algebraischen (ileiehim^. 

§ 221. Wir sahen bereits im neunten Kapitel § 152, das? p\r I 
spezielle Gleichung durch eine einzige zwischen ihren Koetticieüteii 
oder zwischen ihren Wurzeln stattfindend e Beziehung völlig chint 
terisiert werden könne. Es sei etwa für f'(z) = Q diese Beziehung 

<pf> n x,, ... x n )-0. 
Dann zeigte sich ebendaselbst, dass nicht eigentlich die Funktion, 
sondern dass die Gattung derselben das Charakteristische ist; dem- 
nach kann die zur Gattung gehörige Gruppe G vollkommen die Func- 
tion <p vertreten. Tinter den Wurzeln der Gleichung sind nur die zur 
Gruppe G gehörigen Substitutionen möglich. Es wurde der Haupt- 
satz bewiesen, welcher charakteristisch für die Gruppe ist: 

Lehrsatz I. Alle im Rationalitätsbereiche von /(x) = ra- 
tional darstellbaren ganzen Funktionen der Wurzeln dieser 
Gleichung bleiben für die Gruppe G der Gleichung ungeäii 
dert, d.h. sie gehören zu ihrer Gattung oder stehen unter 
ihr; und umgekehrt lassen, sich alle für die Substitutionen 
der Gruppe G ungeündert bleibenden Funktionen rational 
ausdrücken. 

Wir werden wegen des genauen Zusammenhanges, der zwischen 
einer Gleichung und ihrer Gruppe besteht, die Ausdrücke „transitiv", 
„primitiv und imprimitiv 11 , „einfach und zusammengesetzt" von den 
Gruppen auf Gleichungen übertragen. Es sollen also Gleichungen 
trausitiv, primitiv oder imprimitiv, einfach oder zusammengesetzt 
heissen, wenn ihre Gruppen die entsprechenden Eigenschaften besitzen; 
umgekehrt werden wir die Benennung „auflösbar", welche der Theorie 
der Gleichungen entnommen ist, auf die Gruppen übertragen und von 
auflösbaren Gruppen als von solchen sprechen, deren Gleichung eine 
auflösbare ist. Da aber zu einer Gruppe unendlich viele Gleichungen 
gehören, so wird diese Einführung zu ihrer Rechtfertigung des Satzes 
bedürfen, dass die Auflösung aller zu derselben Gruppe gehörigen 
Gleichungen durch die einer einzigen unter ihnen gegeben wird. Dieser 
Satz wird später in der Tbat bewiesen werden (Lehrsatz V). 

Zuerst wollen wir versuchen, die K igen schaffen der Gruppen in 
äquivalente algebraische Eigenschaften der Gleichungen z 
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Wir wissen bereits aus § 154: 

Lehrsatz n. Tst eine Gleichung irreduktibel, so ist ihre 
Jxiippe transitiv und umgekehrt: ist die Gruppe einer Glei- 
liuiig trausitiv, so ist die Gleichung irreduktibel. 

§ 322. Um die Frage zu beantworten, wie sich die Iinprimitiviftit 
er Gruppe als Eigenschaft der Gleichung ausweist, erinnern wir an 
ie Behandlung derjenigen Gleichungen, welche irreduktibel sind, und 
■ei denen eine Wurzel eine rationale Funktion einer andern ist. Die 
»leichung vom Grade m.v zerlegte sich in v Gleichungen vom Grade 
•», deren Koeffici eilten rational durch die Wurzeln einer Gleichung 
■**" Grades sich ausdrücken liessen (§ 170). Zu einem ähnlichen Re- 
ultate werden wir hier gelangen. 

Angenommen, die Gruppe G der Gleichung f(x)~0 sei impri- 
öitiv; dann können die Wurzeln derselben in v Systeme von je m 
A'urzeln geteilt werden 

Kl] ^l,-, ... #i,„.; -ta, l, x 2,2, .-• **,».; ■■ ■ x r, u #r,a, ...4,,* (y .m^ri) 
Urari, dass jede Substitution der Gruppe, welche eine Wurzel eines 
Systems in eine Bolche eines anderen umwandelt, alle Elemente des 
►rateren in alle des zweiten überführt. Wir betrachten jetzt' als Kesol- 
r ente eine beliebige symmetrische Funktion aller der Wurzeln, welche 
ffi ersten System enthalten sind, 

1) y 1 =S(x,.i, X,,i, ... .Ei.,,.), 

ind wenden, um die Anzahl ihrer Werte kennen zu lernen, auf S 
lle Substitutionen von G an. Da die Gruppe G imprimitiv ist, so 
eben alle Elemente «i,t, jCi,s, ... *i tW entweder nur in sich selber, 
der gleichzeitig in die eines anderen Systems über; es giebt also 
ur noch {y - - 1) Werte von (/, nämlich 

Iy i = S (Xu , 1 , Xt , t , . . . Xt , ,„) , 


( ?/ v =£{>•,, t , x, ti , ... x,., m ). 
olglich hängt i/ von einer Gleichung v 1 '" Grades ah 

8) <p(y) = o, 

»ren Koefficieuten für alle Substitutionen von G ungeäudert bleiben 
ad daher nach Lehrsatz I) rational bekannt sind. Tst <j'(»/> = gelöst, 
h. sind alle ihre Wurzeln y,, %,, ... ff, l>ekannt, so kennt man auch 
Ie symmetrischen Funktionen, welche aus den Wurzeln der einzelnen 
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Systeme gebildet werden können. Bezeichnet man insbesondere die 
elementaren symmetrischen Funktionen von .*'«*, i> #«,2? ••• #«,n,niit 

so wird #i (#<*)> & (y«)> • • • 8* (y«)> 

die Gleichung, von welcher die Grössen # a , i, #<*,*, • •• #a,* abhängen. 
Daher entsteht /*(#) =*= durch die Elimination von y aus 3) und 4) 
und es wird 

r 
a = l 

Geht man umgekehrt von diesem letzteren Ausdrucke, dem Eli- 
minationsresultat von y aus 3) und 4) aus, so ist die zu f(x)^0 
gehörige Gruppe imprimitiv, falls 3) und 4) als irreduktibel voraus- 
gesetzt werden. Denn wir bilden zuerst eine symmetrische Funktion 
der Wurzeln von 4); diese ist rational in y a . Wir können sie daher, 
unter F eine rationale Funktion verstehend, gleich F(y„) setzen. Ferner 
bilden wir das Produkt 

5) r«-^ (»OH« -■*'&)]...[«- ■**<*)] 

für alle Wurzeln von 4). Dieses Produkt ist dann rational bekannt; 
denn seine * Koefficienten sind symmetrisch in y n y 8 , ... y r und also 
rational durch die Koefficienten von 3) ausdrückbar. Nach dem ersten 
Lehrsatze bleibt 5) somit für alle Substitutionen der Gruppe ungeändert; 
die Gruppe muss infolgedessen die symmetrischen Funktionen von 
#a,i, #«,2> ••• #<r,n in die symmetrischen Funktionen eines anderen 
Systems umwandeln, d. h. imprimitiv sein. 

Lehrsatz 3H. Die Gruppe einer Gleichung vom Grade 
w = mv, welche durch Elimination von y aus den beiden irre- 
duktiblen Gleichungen 

3) <p(y)^y v -A l tf-* + ...=o, 

4) &>-S 1 (y)a?> i - i +S 2 (y)x>»-*--.«. + S m (y)~0 

entsteht, ist imprimitiv; und umgekehrt ist jede Gleichung, 
deren Gruppe imprimitiv ist, das Resultat ein-er derartigen 
Elimination. 

§ 22 3. Die Eigenschaften einer Gleichung, deren Gruppe zu- 
sammengesetzt ist, treten nicht in so übersichtlicher Weise heraus, 
wie dies bei der Transitivität oder bei der Imprimitivität der Gruppe 
der Fall ist. Man kann jedoch das Problem der Gleichungslösung 
durch ein anderes, ihm äquivalentes ersetzen, bei dem auch die 
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Eigenschaft der Zusammensetzung oder der Einfachheit ihrer Gruppe 
Leicht übersehbare Einwirkung auf die Gleichung selbst haben. 

Wir brauchen niinilich au die Stelle der allgemeinen Gleichung 

6) . /•(*)- 

nur diejenige zu setzen, welche ihre Galois'sche Resolvente liefert 

7) ni)-0, 

Uni das Gewünschte zu erhalten. F(^) ist irreduktibel. 

Wir wollen deshalb zuerst diese letztere Gleichung und ihre 
Eigenschaften einer genaueren Untersuchung unterziehen. 

Ist eine allgemeine Gleichung 6) gegeben, so existiert eine lineare 
mit Hilfe von w unbestimmten Parametern gebildete Funktion der 
Wurzeln von 6) 

8) 5, =«,^ + « ä ^ + .-. + «^», 
■welche »! Werte besitzt, so dass jede Substitution der zu Li) gehör 
symmetrischen Gruppe G von x„ x t) ... x„ einen anderen Wert 

hervorruft. Diese durch G hervorgerufenen Umsetzungen zwischen 
$j, \ tl ... §„. bilden eine Gruppe unter den »! Elementen £, welche 
wir mit i" bezeichnen wollen, r ist einstufig isomorph zu G; es ist 
die Gruppe von 7). r hat die Eigenschaft, dass ihre Ordnung ihrem 
Grade gleich ist, was entweder aus ihrer Bildung oder auch daraus 
geschlossen werden kann, dass alle | durch jedes beliebige unter 
ihnen rational darstellbar sind. Die Gleichung 7), welche identisch mit 

70 cr-fejcs-w.-'-Q-w-^ 

ist, bedarf deshalb zu ihrer vollkommenen Lösung nur einer einzigen 
Wurzel. 

Die Losung von T) ist äquivalent mit derjenigen von 6). 

Es fragt sich, wie sich diese Verhältnisse modifizieren, wenn man 
von der allgemeinen Gleichung 6] zu einer speziellen übergeht. Eine 
jede solche wird durch die Hinzunahme einer einzigen Relation unter 
den Wurzeln 

9) tp(x u x t , ... a$ — 

charakterisiert. <p mag zur Gruppe G der Ordnung r gehören. Dann 

dürfen unter den Wurzeln nur diejenigen Substitutionen angewendet 

werden, welche zu fr gehören. Denn wenn eine Substitution gestattet 

wäre, welche tp in , , ... 

T tp (-'C,, ;Cg, ... x H ) = u 

änderte, wo tp' von tp verschieden ist, so wären auch alle Funktionen von 
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«vC«ti **i •■■ *■) + /'?'' On ^j ••• ^) 

rational bekannt. Der hierdurch bestimmte Rationalitätsbeifkh «St 
umfassender als der durch 9) gegebene. Folglich würde 9) nicht aUe 
Beziehungen, die /wischen den Wurzeln bestehen, in sich sthlieiim. - 1 ! 

Man kann nun auf zweierlei Arten zu der Uesolvente unserer be- 
sonderen Gleichung kouiuieii. Entweder man geht von 

8) &-«»*,+** + .;.+** 
aus, wendet auf ij, alle r Substitutionen von G an, erhält 

und bildet die Resolveute r u " Grades 

10) J»,(t) = ({-«rt-W-«-»r)-Oi 

oder man geht von dem fertigen Ausdrucke für l''(%) aus, der nutej 
7), 7') aufgestellt war, beachtet, dass derselbe reduktibel wird, Mg 
io au 9) adjungiert, und dass J*i(|) einer seiner irreduktiblen Teile» 
wird. Die übrigen Teiler werden, ebeuso wie F,(6) vom Grader; 
sie unterscheiden sich nur durch die Konstanten a von einander. Jed«( 
entsteht durch die Multiplikation aller Faktoren (£— j=„), welche dual 
die Anwendung der Gruppe Cr aus einem einzigen unter ihnen ent- 
stellen. Die Gruppe von 7 , ' I (i;) = 0, als Gruppe unter den | aufgefM 
ist vom Grade und der Ordnung r; sie ist einstufig isomorph zu Ja 
Gruppe G des Grades n und der Ordnung r, welche zu <p gehört. 

Die Gruppen aller Faktoren F t (jj), ... von F(£) sind daher uur 
durch die Bezeichnung von einander unterschieden. 

Lehrsatz IV. Ist eine spezielle Gleichung f(x) = durch 
die Gattung von 

9) g>(x lt x it ...x„) = 
charakterisiert, deren Gruppe G die Ordnung r hat, so ver- 
fällt die allgemeine Galois'sche Resolvente in g= - J Faktor» 

10) >iä&-P.0j 

deren jeder als Galois'sche Resolvente der speziellen (ilei- 
chung gelten kann. Alle Wurzeln von 10) sind rationale 
Funktionen jeder einzelnen: durch diese können alle Wurzeln 
von f(x) = ausgedrückt werden. Der Übergang von /"(#)=" 
zu _Fj(i;) = ist identisch mit demjenigen von G zu der ein- 
stufig isomorphen Gruppe -'i (§ 122). 

Da bei der Bildung von 10) nur die Gruppe, nicht die spezielle 
Natur von 9) entscheidend ist, so gehört dieselbe Reaolvente zu allen 
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Gleich uit gen, welche durch Funktionen derselben Gattung charakteri- 
siert, sind. Ist eine von diesen gelöst, so ist x t , :c it ... x„ und damit 
§, bekannt; also ist 10) gelöst und damit jede andere derartige Glei- 
chung. Wir erhalten also den Beweis fßr den in § 221 ausgesproche- 
nen Satz: 

Lehrsatz V. Sind zwei Gleichungen fi{x) = 0, /j(o:) = durch 
Wurzelbeziehungen p t — respektive <jp s = charakterisiert, 
welche zu derselben Gattung gehören, so zieht die Auflösung 
der einen diejenige der anderen nach sich. 

$ 224. Wir haben in früheren Kapitelu Fülle behandelt, bei 
denen in der That derartige Wurzelbeziehungen entweder direkt ge- 
geben oder leicht aus der gestellten Aufgabe herauszulesen waren. 
Häufig liegt die Sache aber so, dass nicht direkt eine bekannte Funk- 
tion \fi (x t , , . . £„) zur Adjnngieruug vorliegt, sondern dass V implicit, 
als Wurzel einer Gleichung, auftritt, welche als auflösbar angesehen 
wird. So ist z. B. bei dem Problem der algebraischen Auflösung v 
Gleichungen die Hilfsgleichung von der einfachen Form 

y p- A (£,,... *0-°; 

hierbei wird y als bekannt angesehen, d. h. wir erweitern d 
R ationali tii tsb ereich von f(x) = derart, dass wir eine jede rationale 
Funktion der Wurzeln ihm adjungieren, sobald eine Potenz dieser 
Funktion dem Bereiche angehört. Von einer wirklichen Lösung der 
Olrichuug ist nicht die Rede. 

Es erscheint angemessen, dass, wenn mau eine irreduktible 
Hilfsgleichimg als auflösbar ansiebt, nicht eine Wurzel ip derselben zu 
f(x) — adjuugiert wird , sondern dass dies mit sämtlichen Wurzelu 
der Hilfsgleichimg geschieht. Dies sind die verschiedenen Werte, welche 
$ (a"[ ,.„.»„)=- tf>i im Ba,tionalitätsbereich.e von f(x) = Q annimmt. Denn 
um die Hilfsgleichung zu finden, der tf>[ als Wurzel genügt, wenden 
wir auf Vi alle r Substitutionen der Gruppe von G an und erhalten 
z. B. ni von einander verschiedene Werte 

11) Vn Vai ^si ■■ • ftw 

Die symmetrischen Funktionen derselben sind im Rationalitätsbereiche 
von f(x) = bekannt; also auch die Koefricienten der Gleichung 

12) <>(»:Tr(^-v 1 )(U<-U' s )...(V-;^) = , 

und 12) ist die gesuchte Hilfsgleichung, deren Lösung als bekannt 
angesehen wird. 

Nun ist die durch die Gruppe G respektive eine zu G gehörige 
Funktion r/> (x i , . . , £„,) charakterisierte Gleichung f(x)=0 gegeben. 
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Ihr adjuugieren wir alle Wurzeln vou 12), oder, was dieselben Uiensl* 
leistet, die eine lineare Kombination jener m Wurzeln 
Z— «,*, + «.** + • • • + ""■ $*» 

Es trugt sich, wie daraufhin die Gruppe von f'(x) = Q 
staltet. 

Die adjuugierte Funktionengattung war vorher <p; jetzt ist sie 

9 + X = V + a \ *i + K s*a + • ■ • + "■- «'"<■ 
Die Gruppe war vorher G; jetzt ist es diejenige Untergruppe von'', 
welche gleichzeitig auch in den Gruppen von i> tt V' S1 ■■- $» entbsHl 
ist. Wir bezeichnen diese Gruppen von #,, ^ ä , ... if> m der Jieibe 
nach mit H H H 

Die grösste diesen m Gruppen gemeinsame Untergruppe sei K. Dann 
gehört K zur Funktion %. 

Wendet man nun auf die Reihe der ^,, «';, ... 4\„ die SubÄ- 
tionen von G an, so reproduziert sich die Reibe bis auf ihre Anord- 
nung; denn #,, ... $,„ sind ja alle und nur diejenigen Werte, die au* 
V', durch Anwendung von G hervorgehen; also reproduziert sich anu 
die Reihe der //,, /£,,. ..H„, bei Transformationen mit Substitution!» 
von Cr, und deshalb ändert sich K nicht, wenn man es durch (> trans- 
formiert. Man hat also die Gleichung 

G-'KG^K. 

Mit r bezeichnen wir weiter diejenige Untergruppe von G, welche in 
K enthalten ist; sie gehört demnach zu f + %, sie charakterisiert fa 
Gattung, welche zu /'(#) = nach der Adjunktion sämtlicher Wurzeln 
von 12) gehört. Wie K t so ist auch T mit G vertanschhar; 
r ist eine ausgezeichnete Untergruppe von G und zwar die 
umfassendste unter denjenigen, welche gleichzeitig in H l , //,,,. ..Ü» 
enthalten sind. 

Hieraus ist noch zu schliesseu, dass G eine zusammengesetzte 
Gruppe ist; doch findet dies nur statt, wenn sich T nicht auf die Ein- 
heit reduziert; denn eine ausgezeichnete Untergruppe, die gleich 1 ist, 
deutet noch nicht auf die Zusammensetzung einer Gruppe hin. 

Andererseits erkennen wir, dass, wenn G einfach ist, V sich 
bedingt gleich der Einheit ergeben wird; dann reduziert sieb die Gruppe 
von f(x) = durch die Lösung von 12) auf 1, d.h. es sind nach der 
Lösung von 12) alle Wurzeln von /'(a) = bekannt, oder auch: durch 
die Lösung von 12) wird /'(*)=■ <"> gleichfalls gelöst. Dies liefert fol- 
genden Satz; 
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Lehrsatz VI. Ist eine beliebige Gleichung /(.*')■= " mit der 
ruppe 6' gegeben und adjungiert man ihr sämtliche Wurzeln 

11) *,, «> 3 , %, ... *k 
iuer irreduktiblen Gleichung ?» lB " Grades 

12) ff{t) v-Ar- , +--- = o, 

eren Koefficienten rational im Rationalitätsbereiche von 
'(x) und deren Wurzeln rationale Funktionen von .<\, x t , ... £* 
ind, so reduziert sich G auf die höchste ausgezeichnete 
Untergruppe F von fr, welche 4> lt i(' 3 , ... i/>„, ungeiindert lässt. 
at G eine einfache Gruppe, so wird r=l. Nur wenn G au- 
aminengesetzt ist, kann man durch Auflosung einer Hilfs- 
leichung die Gruppe auf eine von der Einheit verschiedene 
ntergruppe reduzieren und damit die Resolventengleichung 
i nicht lineare Faktoren zerlegen (vergl. § 196). 

$ 225, Wir verweilen einen Augenblick bei diesen Resultaten. 
t die allgemeine Gleichung n' e " Grades /'(a:) = vorgelegt, so hat 
e zugehörige Gruppe G die Ordnung »■=»! und die Galois'sche Re- 
ilventengleiehung den Grad n! Die Gruppe ist zusammengesetzt; 
e einzige ausgezeichnete Untergruppe ist die alternierende (§ 84), 
iiunit man als Resolvente 

o J wie gewöhnlich die Diskriminante von /'(#) bedeutet, dann wird 
ie Resolventen gl eich ung 

12') </. a -z/ — 

Jid r wird die alternierende Gruppe. Nach Adjungiemug der beiden 
Vurzeln von 12 1 ) zerfällt die vorher irreduktible Galois'sche Kesol- 
entengl eich ung in zwei gleichberechtigte Faktoren des Grades y«I, 
ud die Resolvente 

.ast jetzt nur noch Substitutionen zu, welche Y^J nicht ändern und 
so der alternierenden Gruppe angehören. 

Für »>4 ist die alternierende Gruppe einfach. Gesetzt, es gäbe 
ne w-wertige Resolvente ty, so hängen die Werte tt> lt tl? a> ... #>„, der- 
Iben von der Lösung einer Gleichung w le " Grades ab. Durch die 
djungiemng derselben, oder auch durch diejenige von 
X = Mi+&*'s+. .. + /*.,,*>„. 

duziert sich nach dem Lehrsatze VI) die Gruppe der Gleichung auf 
e identische Substitution 1. (Dies ist auch daraus ersichtlich, dass 
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1 die einzige Substitution ist, welche in den Gruppen von $1, $,,--- 
t/',„ gleichzeitig auftritt.) Die Gleichung /'(-''') = ,, ist demnach gelöst; 
denn es sind alle Funktionen bekannt, welche zur Gruppe 1 gehöre« 
oder unter ihr stehen. Unsere Untersuchungen aus dem sechsten Ka- 
pitel /.eigen jedoch, dass hierbei eine Erniedrigung deg Grades der 
aufzulösenden Gleichung nicht erzielt werden kann, da für »>4die 
Anzahl m der Werte von (£-, wenn sie 2 übertrifft, grosser oder gleich 
n ist. Im letzteren Falle wird für n ■-' 6 stets tji in (n— 1) 
symmetrisch werden, so dass wir direkt ^' = ;e, setzen und die 
ventengleichnng mit der ursprünglichen f(x) = identifizieren können. 

Iiohrsata VII. Die allgemeine Gleichung n<* a Grades (»>4] 
wird durch die Lösung einer beliebigen Resolventengleichung 
von höherem als dem zweiten Grade gelost. Es giebt jedoch 
keine Resolventengleichungen, deren Grad grösser als 2 und 
kleiner als « wäre. Ist »= 6, so giebt es auch keine von der 
Gleichung /'(j;) = wesentlich verschiedene Resolventenglei- 
chungen n tc " Grades; bei w = giebt es eine solche. 

Es möge ferner noch ein Resultat früherer Untersuchungen in 
die Form unserer jetzigen Anschauungen gekleidet werden: 

Lehrsatz vm. Die allgemeine Gleichung fünften Grades 
besitzt eine Resolventengleiehung sechsten Grades. 

§ 226. Wir kehren nach den beiläufigen Resultaten des vorigen 
Paragraphen auf den Lehrsatz VI) zurück und wenden uns zur Unter- 
suchung der Gruppe der Gleichung 

12) g(f) - (V - A) O - * a ) - •• (* - V«) - 0, 

deren Wurzeln fy, i/' a , ... f«, sämtlich der Gleichung f(x) = adjuu- 
giert wurden. 

Die Ordnung der Gruppe von 12) finden wir am einfachsten dureli 
die Bemerkung, dass dieselbe gleich dem Grade der i r red ukti bleu Glei- 
chung ist, welcher 

» = Yii>% + y$*s + - - ■ + y„i>m 

als Wurzel genüge leistet. Fassen wir a als Funktion von :i\,s-~,... 
x n auf, so stellt sich K als die Gruppe von co heraus; /' ist die um- 
fassendste Untergruppe, welche K und G gemeinsam haben. Um also 
alle Werte zu erhalten, welche ta im Rationalitätsbereiche von /(i')"*^ 
anzunehmen im stände ist, muss man G auf ro in Anwendung bringen; 
die Anzahl der verschiedenen Werte ist sodann gleich dem Quotienten 

aus den Ordnungen r von G und »■' von /'; wir setzen i 
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Mau erkennt daraus, dass, wenn die Gruppe Ö einfach, T also 
von der Ordnung »'=1 ist, die Ordnung v der Gruppe einer beliebi- 
gen Resolventengleichuug mit derjenigen von/'{#) = wiederum über- 
eil! s lim mt , so dass also keinerlei Vereinfachung dadurch hervorgerufen 
wird. 

Zur Gruppe von 12} selbst kommen wir durch die Überlegu 
dass sie alle und nur solche Substitutionen unter den # enthält, welche 
die Natur von f(x)~0 nicht ändern; wendet mau daher auf 

11) tp l7 *„ t s , ... %>,„ 

die Substitutionen von G an und fasst die Umstellungen der tj! als 
Substitutionen zwischen diesen Elementen auf, so bildeu diese Sub- 
stitutionen die Gruppe. Es sind jedoch nicht alle r so erhaltenen 
Substitutionen von einander verschieden; denn jede Substitution, die 
zu r gebort, lässt alle Elemente ij> an ihren Stellen. Auch hieraus 

folgt wieder die Ordnung der Gruppe von 12) gleich v— ,■ Ebenso 
erkennt man, dass diese Gruppe j-"- stufig isomorph zur Gruppe von 
f(x) = ist. 

LehraatR IX. Ist G, die Gruppe von fty)-* © von der Ord- 
nung r; besitzt dieselbe eine ausgezeichnete Untergruppe T 
von der Ordnung »•'; reduziert sich ferner G auf T, nachdem 
der Gleichung f(x') = sämtliche Wurzeln 11) von 

12) 0(*)-O 

adjungiert sind, dann ist die Ordnung der Gruppe dieser 
letzteren Gleichung v — -f und die Gruppe ist zu derjenigen 
von f(x) = r'-stufig isomorph. 

Wir können der Gleichung 12) einen ganz speziellen Charakter 
durch passende Wahl der Kesolvente verleihen. 

Wir wählen als Resolveute eine zur ausgezeichneten Untergruppe f 
gehörige Punktion %. Dann hängt % von einer Gleichung des Grades 
v=-j ab, deren Wurzeln sämtlich durch eine eiuzige unter ihnen ra- 
tional ausdrückbar sind, denn j;,, jja, ... %, geboren sämtlich zu der- 
selben Gruppe r (§ IUI Lehrsatz IX). Die Gruppe von 12) wird da- 
durch zu einer Gruppe ii gemacht, denn die Gruppe von 12) ist 
transitiv, weil g{z) irreduktibel ist. Wir erhalten somit: 

Lehrsatz X. Ist G, die Gruppe der Gleichung f(x) = v 
der Ordnung t"; besitzt G eine ausgezeichnete Untergruppe T 


I 
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der Ordnung )'; ist ferner %, eine zu F gehörige Funktion iler 
Wurzeln :<■',, x^, ... .<■„ von f{$)=0, so kann man eine irreduk 
tible Gleichung 

vom Grade v = t aufstellen, deren Wurzeln sämtlich ratio 
nale Funktionen einer einzigen unter ihnen sind, und welche 
so beschaffen ist, dass die Adjungievnng einer ihrer Wurzeln 
zu /'(V) = die Gruppe Q auf T reduziert. 

*j 227. Lehrsatz XI. Ist feine ausgezeichnete Maximal- 
uutergruppe von G, so ist die Gruppe von Ä(x)~ "0 eine tran- 
sitive, einfache Gruppe; und unigekehrt: ist /' keine umfas- 
sendste ausgezeichnete Untergruppe von &, dann ist die 
Gruppe von A(j;) = " «uBaniiuengesetzt. 

Wir bezeichnen die Gruppe von h(x) = l) durch G': ihre Ordnung 
ist p = -j* Wir nehmen an, 6' besitze eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe I"", deren Ordnung r' sein möge. Nach dem Lehrsatze IX) ist 
G' zu G /'-stutig isomorph. Aus den auf S. 9% § 88 abgeleiteten 
Sätzen folgt, dass diejenige Untergruppe J von G, welche der Gruppe f 
entspricht, eine ausgezeichnete Untergruppe von G sein und dass ßi« 
die Ordnung v'.r 1 haben wird. J ist also wie F ausgezeichnete Unter- 
gruppe von G; die Ordnungen beider sind v'.r\ respektive *■'. Wir 
zeigen, dass r in -/ enthalten ist. Dies folgt einfach aus der Bililutig 
von G' (| 226), der zufolge die Substitution 1 von G' allen den Substi- 
tutionen von G entspricht, welche die Reihe 11) unangetastet lassen: 
r in G entspricht also der einen Substitution 1 in G'. Daher ist J 
umfassender als J"; denn es entspricht der Gruppe f in G'. Ist alsu 
G' zusammengesetzt, so ist /"nicht ausgezeichnete Ma,ximaluntergruppe 
von G. 

In gleicher Weise wird durch Eigenschaften isomorpher Gruppen 
die Umkehrung des Satzes bewiesen. 

§ 228. Wir beachten weiter, dass mit jeder Reduktion der Gruppe 
eiue Zerfällung der Galois'scben Resolventengleichung Hand in Hand 
geht (Lehrsatz IV), während eine Zerfällung der Gleichung /'(tf)-' 1 
nicht einzutreten braucht. 

Hiernach gelangen wir zu folgendem zusammenfassenden Theoreme: 
Lehrsatz XII. Ist die Gruppe G einer Gleichung f(x) = 
zusammengesetzt, und ist 
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G, ff,, Ö„ ... G t , 1 

ine zu G gehörige Reihe der Zusammensetzung, so At 

ler Gruppen 6',, G.,, ... G,, 1 eine ausgezeichnete Mi 
mtergruppe der vorhergehenden Gruppe der Reihe i: 
Ferner die Ordnungen der einzelnen Gruppen 

'V *ij r n ■■• r >> 1> 
so kann man das Problem der Auflösung von / , (,i')«=0 

gender Weise reduzieren: Man hat der Reihe nach 

Gleichung des Grades 


asa jede 

asi mal- 

st; sind 

■ in fol. 

je eine 


zu lösen, deren Koeffizienten in dem durch die Lösung der 
vorhergehenden bestimmten Ratioualitätsgebiete rational 
sind. Diese Gleichungen sind irreduktibel, eüifach und so 
beschaffen, dass alle Wurzeln einer jeden Gleichung durch 
eine beliebige Wurzel derselben rational darstellbar sind. 
Die Ordnungen der Gruppen dieser Gleichungen sind re- 
spektive r ,- r rr _j 

*i r t 's r '' 

Hierbei wird die Galois'ache Resolventeugleichung, welche 
ursprünglich irreduktibel und vom Grade »• war, der Reihe 


Paktoren zerlegt. Nach der letzten Operation ist also /•(*) — 
vollkommen gelöst. 

$ 229, Die Zusammensetzung der Gruppe G einer Gleichung 
f(x) = äussert sich , wie wir sehen , bei der Zerfällung der Galois'schen 
Resolv enten gl eiohung. Wir verweilen für einen Augenblick bei der 
frage, wann eine Zerfällung des vorgelegten Gleichuiigspolynoms 
f(x) selbst eintritt? Es ist leicht ersichtlich, dass beim Übergange 
"von G a zu G u + i in der Reihe der Zusammensetzung von G dann und 
Hur dann eine Zerlegung eintreten wird, wenn G a -\. t nicht mehr alle 
«lie Elemente transitiv verbindet, welche durch G a transitiv verbunden 
sind. S 79, S. S6 klärt uns über die hierbei eintretenden Verhältnisse 
auf: G„ ist imprimitiv in Hinsicht auf die transitiv verbundenen Ele- 
mente, welche bei G a+I intransitiv auseinander treten. 

Gehen wir von (/ aus, so ist /'(.') = irreduktibel; so bleibe es 
beim Fortschreiten zu G L) fr a , ... G u bis für (i' a+1 Intransitivität, also 
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nach § 79 für G a Imprimitivität eintritt. Dann zerfällt f(x) in so 
viele Faktoren, als intransitive Systeme von Elementen hervorgerufen 
werden. Es treten (wieder nach § 79) in G a +i gleichfalls alle 
Elemente auf. Wir ordnen jetzt die Substitutionen von G a in eine 
Tabelle ein, wobei wir die Systeme der Intransitivität von 6r a +i berück- 
sichtigen. Es mögen ft solcher Systeme bestehen, so dass f(x) in 
ft Faktoren zerlegt wird. Dann schreiben wir in die erste Zeile der 
Tabelle alle und nur diejenigen Substitutionen von G«, welche die 
Elemente des ersten Systems der Intransitivität nicht in Elemente 
anderer Systeme überführen. Die Substitutionen dieser Zeile bilden 
eine Gruppe, welche G a +i als Untergruppe enthält; ihre Ordnung ist 
demnach x.r a +i. Die zweite Zeile enthalte alle die Substitutionen 
von 6r a , welche auf das erste das zweite System der Intransitivität fol- 
gen lassen; ihre Anzahl ist gleichfalls x.r a + i. Solcher Zeilen giebt 
es ft; in ihnen stehen alle Substitutionen von G a ; folglich ist 

1 r 

* r a +i 
d.h. die Anzahl der Faktoren ft, in welche f(x) zerfällt, ist 

ein Teiler der Anzahl — — der Faktoren, in welche gleich- 

Va + l 

zeitig die Galois'sche fiesolventengleichung zerfällt. Das ent- 
sprechende geschieht offenbar bei jeder späteren Zerfällung. 

§ 230. Bisher haben wir der gegebenen Gleichung f(z) = alle 
Wurzeln einer anderen Gleichung g (^) «= oder h {%) = adjungiert, 
deren Wurzeln rationale Funktionen von x u x 2 , ... waren. 
Dies scheint eine starke Einschränkung zu sein. Wir wollen daher 
jetzt der Gleichung /(#) = alle Wurzeln einer irreduktiblen Gleichung 

13) Ä(s) = 

adjungieren, von der wir nur wissen, dass sich ihre Koefficienten im 
Rationalitätsbereiche von f(x)*=0 befinden. Wir nehmen an, dass 
durch die Adjungierung die Gruppe G der Gleichung f(x) — reduziert, 
die Resolventengleichung also in Faktoren zerlegt werde. Hieraus 
suchen wir über die Natur von 13) ins klare zu kommen. 

Dieselbe Gruppenreduktion, wie sie durch Adjungierung der Wur- 
zeln von 13) erreicht wird, können wir durch die Adjungierung einer 
rationalen Funktion ^(a^, # 2 , ... x n ) der Wurzeln von f(*) = er- 
reichen. Denn reduziert sich G auf JEZ, so braucht man nur ^ als 
zur Gattung von H gehörig anzunehmen. ^ ist demnach nach der 
Lösung von 13) rational bekannt, so dass wir setzen können 


Vierzehntes Kapitel. Die Gruppe einer alü^braischen Gleichung. 


271 


^fo, j; s , ... (»,)— y'j^M 2 s> ■-- *«) = ",■ 
Die Gleichung, welche ip, liefert, ist somit identisch mit derjenigen, 
welche 'P\ liefert. Sie sei 

14) /f«)=0. 

Alle Werte, welche ^ im Rationalitätsbereiche annehmen kann, wer- 
den durch die Wurzeln von 14) geliefert; alle diese sind aber gleich- 
zeitig Werte von *P lt d.h. sie werden nach der Lösung von 13) be- 
kannt. Also sind die Werte von #•,, welche als Wurzeln von 14) 
auftreten, sämtlich der Gleichung f(x) = zu adjungieren. H ist 
daher eine ausgezeichnete Untergruppe von G. 

Lehrsatz XIU. Die Einwirkung, welche die Adjungierung 
aller Wurzeln einer beliebigen Gleichung 13) auf die Reduk- 
tion der Gruppe G von.f{x) = Q ausübt, kann durch diejenige 
aller Wurzeln einer Gleichung 14) ersetzt werden, welche 
durch rationale Funktionen a^, a^, ... ff, befriedigt wird. 

Wir befinden uns also, trotz unserer Loslösung von scheinbaren 
Beschränkungen, durchaus innerhalb der früher besprochenen Verhält- 
nisse, hei denen zur Adjungierung nur rationale Funktionen der Wnr- 
xeln zugelassen wurden. 

§ 231. Hiernach lässt sich umgekehrt auch die Einwirkung be- 
stimmen, welche die Lösung von /'(#) = auf k(e) = hat, falls durch 
die Lösung von !c{z) = Q eine Reduktion bei /'(#) = eintritt. Durch 
die Lösung von f(x) — wird i/'i bekannt, damit auch 'l r l , und 14) 
ist gelöst. Denn 14) ist so beschaffen, dass die Adjungierung aller 
"Wur/.eln dieselbe Gruppe H hervorruft, wie die Adjungierung einer ein- 
zigen Wurzel if-, zu f(%) = 0, und folglich sind alle Wurzeln von (14) 
rational durch ty l darstellbar. Dasselbe gilt, wenn man die '^{{j,^ ...) 
als Wurzeln ansieht, so dass 'F ( , ''F t , ... zu derselben Gruppe der Ele- 
mente z gehören, und dass diese Gruppe der Ordnung v eine aus- 
gezeichnete Untergruppe der Gruppe von ifc(s) ist. 

Lehrsatz XIV. Sind 

/■(*)=(), hi&-Q 

zwei Gleichungen, deren Koefficienten demselben Rationa- 
litiitsbereiche angehören und welche so beschaffen sind, dass 
durch die Losung der zweiten und die Adjungierung aller 
ihrer Wurzeln zur ersteren die Gruppe von f(x) — auf eine 
in ihr enthaltene ausgezeichnete Untergruppe von j' mal ge- 
ringerer Ordnung reduziert wird, so wird auch umgekehrt 
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durch die Losung der ersten die Gruppe der zweiten auf den 
v' ea Teil ihrer Substitutionen redu/.iert. Die Gruppe von 
f(x) = 0, wie die von *(&)«= 0, ist zusammengesetzt, und v ist 
ein Zahleufaktor der Komposition. Diejenigen rationalen 
Funktionen einer der beiden Gleichungen, durch welche die 
Reduktion ihrer Gruppe in derselben Art bewirkt werden 
kann, wie durch die Lösung der anderen Gleichung, sind ra- 
tional durch die Wurzeln derselben darstellbar. 

Es kann, wie man sieht, die (Iruppe von f(a;)«-0 auch durch 
die Auflösung einer Gleichung fc(e) = reduziert werden, trotzdem die 
Wurzeln derselben keine rationale Funktionen von .;,, x t , ... x„ sind; 
es muss eben nur rationale Funktionen von £,, «j, ... e m geben, welche 
rationalen Funktionen von x, , a^ ( ... x„ gleich sind. 

Aus dem vorigen Lehrsatze folgen unmittelbar die Corollare: 

ZuHtttz I. Wenn die Gruppe G der Gleichung f(&)~ ein- 
fach ist, kann sie nur mit Hilfe von Gleichungen aufgelöst 
werden, bei denen die Ordnung der Gruppen Vielfache der 
Ordnung von G sind. 

Denn da G auf 1 redu/.iert wird, so ist das v im Lehrsatz XIV) 
gleich der Ordnung von G zu setzen. 

Zusatz II. Wenn die Gruppe G von f'(x) = G durch die Auf- 
lösung einer einfachen Gleichung fc (*) = () reduziert wird, 
dann sind 2,, ? s , ...z,„ rationale Funktionen der Wurzeln von 

Denn in diesem Falle ist v gleich der Ordnung der Gruppe von 
/'(,?) = 0; diese wird nach der Reduktion gleich 1, also ist 
W x — «,«( + a i £ i + ... + «,„£.„ — ^, (»,, a'„,...a,' n ) 
zu setzen; 'P] ist die Galois'sclie Reaolvente von 7c(f) = 0. 

S 332. Ebensowenig wie durch die Adjungieruug der Wurzeln 
einer neuen Gleichung /,'(s) = zu f{x) = eine Erweiterung gegen- 
über der Adjungierung rationaler Funktionen der Gieichuugs wurzeln 
selbst erzielt werden kann, ebensowenig findet dies statt, wenn die 
Wurzeln beider Gleichungen in einen und denselben rationalen Aus- 
druck eingehen. Wir werden beweisen: 

Lehrsatz XV. Sind 

f(x)-0, Ä<*>~8 
zwei irreduktible Gleichungen, deren Wurzeln durch ratio- 
nale Iteziehungen 
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V (**! *») ■ ■ -*•} Äi)JSgi".«m) = 
mit einander zusammenhängen, bo können alle diese aus 
einer einzigen von der Form 

1>(x lt x,,. -.««) — xC%i %•■•**) 

abgeleitet werden, inweleherdie Wurzeln beider Gleichungen 
getrennt auftreten. 

Bezeichnen wir nämlich mit £, £ die bezüglichen Galois'sehen Re- 
solvent» „„d mit *•({)_ , K(f)-0 

die irrednktiblen Reaolventengleichungen , welche zu /'(.r) = 0, /;(#) = 
gehören, so werden die Grade »", r 1 von F, K gleich den Ordnungen 
der Gruppen sein. 

Jetzt kann mau x Jt x t , ... x n rational durch % und #,, t^, ... 
rational durch £ ausdrücken und erhält dadurch 

*fe,«fc,.»*M z n **,... *,„) = #(§, Ö-O. 
Der Ausdruck * kann mit Hilfe von F=0 und Ä"=0 so reduziert 
■werden, dass sein Grad in | höchstens gleich r— 1, in £ höchstens 
gleich )•'— 1 wird. Wir setzen dies als geschehen voraus. Dann haben 
die Gleichungen *(£,() _ , y (0 _ 

eine Wurzel gemeinsam. Folglich kann, wenn man £ zum Rationa- 
litätsbereiche zieht, die Resolvente F(j&) nicht mehr irreduktibel sein, 
weil sonst die irreduktible Gleichung r 1 "" Grades mit einer Gleichung, 
die höchstens bis zum r — V™ Grade aufsteigt, eine Wurzel gemein- 
sam hätte; ausgenommen ist dabei der Fall, dass (5(1, £) identisch 
Null wird. 

Tritt dies nicht ein, so wird durch die Adjungierung aller Wur- 
zeln von h(s)-=0 oder durch die von £, die Resolvente von f(x) = Q 
zerlegt; also befinden wir uns in der Lage der vorigen Paragraphen; 
durch Adjungierung einer Funktion x *°» *n flfcj ■■ • <&■ können wir die- 
selbe Reduktion erreichen und es wird 

Existieren mehrere derartige Beziehungen, so können alle aus derselbeu 
Gleichung abgeleitet werden. Diese läast sich leicht finden, wenn man 
eine Funkfcion x so wählt, dass alle anderen unter der ihr angehören- 
den Gattung enthalten sind. 

Wenn dagegen <D(£,£) = identisch gleich Null ist, so folgt 
daraus, dass die Koefncienten des nach g geordneten Polvnoms fl>(|,g), 
d.h. Funktionen von der Form &(£) «der 
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!,(,„ «„. .«„)-() 
sind. Ebenso müssen daim auch Funktionen von der Form «.', (£i 

*,(*,,*,,... *.)-ö 

werden, wenn man ^(s, £) nach Potenzen von £ anordnet. 

Diese Gleichungen können in der That (p = I) machen ; dadurch 
wird aber nur eint scheinbare, keine wirkliche Abhängigkeit der Wur- 
zeln von /"(»)=• 0, K*)=-0 konstituiert; & — wird zur Gruppe von 
A(-) = 0, #., (tf, ,...) = zur Gruppe von f(sc) = gehören. 


Fünfzehntes Kapitel. 
Algebraisch auflösbare Weichlingen. 

§ 238. Wir haben in § 228 folgendes Theorem aufgestellt: Wenn 

die Gruppe G der Gleichung /'(&') = folgende Reihe der Zua: 
aetzung liefert: 

1) G, G,, G„ ... G r , t 

und die Ordnungen der einzelnen Gruppen bezüglich 

sind, so kann man die Auflösung von f(x) = Q durch diejenige einer 
Reihe von einfachen, irreduktiblen Gleichungen der Grade 


tf> mnpr 


bewirken, deren erste eine zur Gattung G, gehörige Funktion liefert, 
während die Koefficienten der Gattung G augehören, deren zweite eint 
zur Gattung G 2 gehörige Funktion liefert, während ihre Koeffieieuteii 
der Gattung G, angehören u. s. w. Alle diese Gleichungen 

fc-0, Ä-0,... Z ,. = 0, 2 ,. + 1 = 
haben die Eigenschaft, dass die Wurzeln einer jeden durch eine be- 
liebige unter denselben rational dargestellt werden können, so dass die 
Ordnung ihrer Gruppe dem Grade derselben gleich, d. h. dass tue 
Gruppe vom Typus il (§ 122) wird. 

Wir wollen untersuchen, wann alle diese Gleichungen 
jj=0 binomische Gleichungen von der Primzahlordnung pi wer- 
den und also die Form 
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annehmen, wobei H t in den zur Gattung G,^, gehörigen Grössen ra- 
tional ist. Mit anderen Worten: wir wollen die notwendigen und 
hin reich enden Bedingungen dafür aufsuchen, das 8 f{x) = 
algebraisch lösbar ist. 

Notwendig ist es für die Erfüllung der aufgestellten Forderungen, 

dass die Faktoren der Zusammensetzung — i — j - a i ■■- si'imtlich Prim- 
A r, r a 

zahlen p,, ft, j) a> ... seien; denn diese Quotienten geben die Grade 

der Gleichungen £, = 0, fe = 0» Z^ = 0, ... an. 

Hinreichend ist dies gleichfalls. Dies wurde bereits iu §§ 102 und 
103, Lehrsatz X) und XII) dargethan. Nicht etwa, dass jede zu 
Gj gehörige Funktion, in die pi lf Potenz erhoben, eine zu Gj„i ge- 
hörige Funktion giebt, sondern es übst sich eine Funktion finden, 
für welche dies der Fall ist, sobald jene Bedingung erfüllt ist. 

Wir haben daher den Satz: 

Lehrsatz I, Damit die algebraische Gleichung f'^e) — (\ 
durch Wurzelausziehungen auflösbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass die Faktoren der Zusammensetzung 
ihrer Gruppe sämtlich Primzahlen sind. 

$ 234. Mit Hilfe von Lehrsatz XIII), § 10S können wir dem 
soeben erhaltenen Satz eine andere Ausdrucksform geben: 

Lehreatcs II. Damit die algebraische Gleichung /'(xj^-O 
durch Wurzelbeziehungen auflösbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass man ihre Gruppe durch eine Reihe 
von Substitutionen 

1, /,, t,,, t,, .../„ tt+i 

herstellen könne, welche folgende beiden Eigenschaften be- 
sitzen: 1) die Substitutionen der Gruppe G;= 1 1, / 17 / a ,...^_i, ^} 
sind untereinander bis auf Substitutionen der Gruppe Gj_i 
N 1 1, t l} ( ä ,.../j_i | vertauschbar; 2) die niedrigste Potenz von 
ti, welche in Gi—i vorkommt, hat zum Exponenten eine Prim- 
zahl fvergl. auch § 8;!, Lehrsatz XIX). 

§ 235. Ferner ermöglichen es die Untersuchungen von § 85, den 
ersten Lehrsatz in einer neuen, dritten Form auszusprechen. Wir 
sahen niimlich dort: Stimmt die zu 6' gehörige Hauptreihe 

2) G, H, J, Ä*, ... 1 

nicht mit der Reihe de/ Znsammensetzung überein, so kann ans jener 
ereteren 2) die letztere 1) durch Einschiebnng neuer Gruppen, z. 




276 Zweiter Abschnitt. Anwendung der Riibstitiitionentheorie. 

3) H', M" ,...&*> 

zwischen H und J a. s. f. abgeleitet werden. Dann sind die Faktoren 
der Zusammensetzung, welche tum Übergänge von H zu H', von E' 
zu fi", ... von H w zu J gehören, einander sämtlich gleich. Sind 
demnach nicht alle zu 1) gehiirigen Faktoren der Zusammensetzung 
einander gleich, so hat lj eine Hauptreihe der Zusammensetzung 2). 
Wir sahen ferner (§ 86 S. 96): stets wenn die zum Übergange von H, 
H', H", ... zur jedesmalig folgenden Gruppe gehörigen Faktoren der 
Zusammensetzung Primzahlen sind (die einander nach dem soeben Be- 
sprochenen natürlich gleich werden), und nur, wenn dies der Fall ist, 
sind die Substitutionen von H untereinander bis auf Substitutionen 
von J vertauschbar. Daraus folgt: 

Lehrsatz HI. Damit die algebraische Gleichung /*(*) — fl 
durch Wurzelausziehungen auflösbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass ihre Hauptreihe der Zusammen- 
setzung 

2) G , IT 3 J, K, . . . 1 

folgende Eigenschaft besitze: die Substitutionen jeder Gruppe 
sind bis auf Substitutionen der nächstfolgenden Gruppe mit 
einander vertauschbar. 

Die Substitutionen der letzten Gruppe der Hauptreihe, welche der 
Einheit vorhergeht, sind daher untereinander vertauschbar. 

§ 236. Bevor wir in der Theorie weiter gehen, wollen wir einige 
Anwendungen der bisher abgeleiteten Sätze geben: 

Lehrsatz IV. Ist eine Gruppe Y einstufig isomorph zu 
einer auflösbaren Gruppe G, so ist auch Y eine auflösbare 
Gruppe. 

Nach S. 98 stimmen die Faktoren der Zusammensetzung von G 
mit denen von Y überein. Daher folgt unser jetziges Theorem un- 
mittelbar aus dem ersten Lehrsatz. 

Lehrsatz V. Ist eine Gruppe Y mehrstufig isomorph zu 
der auflösbaren Gruppe G; entspricht ferner der Substitu- 
tion 1 von G die Untergruppe S von I'; ist endlich auch £ 
eine auflösbare Gruppe, so wird Y gleichfalls auflösbar sein. 

Die Faktoren der Zusammensetzung von Y bestehen nach S. 9tf 
aus denen von (t und denen von E. Die Anwendung von Lehrsatz 1) 
zeigt demnach die Richtigkeit unseres Theorems. 
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Lehrsatz VI. Ist eine Gruppe G auflösbar, so sind es auch 
alle ihre Untergruppen. 

Wir setzen wie gewöhnlich 
wenden auf £ x die Substitutionen von G an, erhalten % u gg, ••• 6r und 

bilde ° S r(|)^(g-| 1 )(|-| 2 )...(|-| r ) = 0. 

Es ist charakteristisch für die Auflösbarkeit von G und dass man. mit 
Hilfe von Wurzelausziehungen g(g) in lineare Faktoren zerlegen kann. 
Ist nun H von der Ordnung r x eine Untergruppe von G und liefert 
diese bei ihrer Anwendung auf £i die Werte £ n £3, ... £ ri , so sind 
diese sämtlich unter £ n £ 8 , ... £ r enthalten; folglich ist 

*(«) = («-W(«-W-(8-W 

ein Teiler von g (£). Daher lässt sich auch h (£) mit Hilfe von Wurzel- 
ausziehungen in lineare Faktoren zerlegen, d. h. es ist H eine auflös- 
bare Gruppe. 

Man hätte den Beweis auch dadurch fuhren können, dass man 
zeigt, alle Faktoren der Zusammensetzung von H kämen unter denen 
von G vor. 

Lehrsatz VH. Ist die Ordnung einer Gruppe G die Potenz 
einer Primzahl p, so ist die Gruppe eine auflösbare. 

Die Gruppe G ist von gleichem Typus mit einer Untergruppe 
derjenigen, welche denselben Grad n besitzt wie G und als Ordnung 
die höchste Potenz pf, welche n\ teilt (vergl. §§ 49 und 39). Dass 
diese letztere aber auflösbar ist, folgt aus ihrer Bildung (§ 39), bei 
welcher sich herausstellt, dass alle ihre Faktoren der Zusammen- 
setzung gleich der Primzahl p werden. Nach dem vorigen Satze ist 
also auch G auflösbar. 

Lehrsatz VIEL Ist die Ordnung einer Gruppe G einer al- 
gebraischen Gleichung f(%) = 

r — Pf-Pf-tf-P*---* 

wobei p l9 Pt,Pa, ... von einander verschiedene Primzahlen sind, 

und * * s 

A>A*-A y -A J •••> A>A y -A---> A>A ••• 

ist," dann ist die Gleichung durch Wurzeln auflösbar* 

Wir benutzen das Theorem von S. 132, § 121. Wir setzen r ^pf. q, 
wo dann p x >q wird. G enthält mindestens eine Untergruppe H der 


* L. Sylow: Math. Ann. V, S. 589. 


I 
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Ordnung p x "\ bezeichnen wir durch (xp, + 1) die Anzahl aller in G 
enthaltenen Untergruppen der Ordnung p,", und durch p".i die Ord- 
nung der Maximal Untergruppe von G, welche mit // vertauschbar ist, 
so wird r = p,".i(xp l + 1). Da r^pf.q und g<^[ ist, so muss 
x = und r = jp,". i gesetzt werden, d. h. G selbst ist mit H vertauseh- 
bar. Durch die Lösung einer Hilfsgleichung des Grades q, deren 
Gruppe die Ordnung q besitzt, kommt man daher zu einer Funktion, 
welche der Gattung H angehört, und die Gruppe G reduziert sich auf 
H (§ 226, Lehrsatz X). Die letztere Gruppe ist nach dem vorigen 
Lehrsatze lösbar. Wenn also die Hilfsgleichung lösbar ist, so ist es 
aueh (\x)^0 selbst. 

Die Ordnung der Hilfsgleichung q = l'/-Pi' -Pi ■■■ gi e °t zu den- 
selben Schlüssen Veranlassung, da dieselben Voraussetzungen gelten 
wie vorher. Ihre Auflösbarkeit folgt deswegen aus der einer aeueu 
Hilfsgleichung mit einer Gruppe der Ordnung Pt'.p t 6 ... u. s. w. 

§ 237. Wir kehren zu den allgemeinen Untersuchungen von § 235 
zurück. 

Beim Übergange von G zu G, zerfällt die Galois'sehe Resolventen- 

gleichuug in = i>i Faktoren; beim Übergänge von G 1 zu G t zer- 
fallt jeder dieser vorher irreduktiblen Faktoren in — = p t neue Fak- 
toren u. s. w. a 

Da f(x) anfangs irrednktibel, schliesslich aber in lineare Faktoren 
zerlegt ist, so wird nach § 229 ein oder mehrere Male eine Zertallung 
von f(x) oder von einem seiner bereits vorhandenen rational bekann- 
ten Faktoren zugleich mit der Zertallung der Galois'schen Resolventen- 
gleichung oder deren bereits rational bekannten Faktoren eintreten. 
Die Anzahl der Faktoren bei der Zertallung von /"(;c), welche natür- 
lich grösser als 1 wird, muss nach § 229 ein Teiler der Anzahl der 
Faktoren sein, welche bei der Zertallung der Resolveutengleichung 
auftreten. Diese letztere Anzahl ist bei auflösbaren Gleichungen stets 
eine Primzahl p u p 3 , p 3J ...; also findet dasselbe bei /(#) = () statt. 
Das heisst: Alle Primfaktoren des Grades n der auflösbaren 
Gleichung f(x) = sind Faktoren der Zusammensetzung der 
Gruppe G und zwar jeder mindestens so oft, als er in n als 
Faktor vorkommt* 

* Um einem naheliegenden Irrtume vorzubeugen, sei erwähnt, dnas, wenn 
beim Vordringen von G aus bis au Gl das Polynom f\x) in rationale Futteren 
Herfällt, deren einer /^(x) ist, dieser Faktor nicht zur Gruppe Gl KU gehören braucht 
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Wir wollen nun annehmen, dass n nicht die Potenz einer Prim- 
zahl sei, dass n also von einander verschiedene Primzahlen zu Fak- 
toren hat. Dann kommen auch unter den Faktoren der Zusammen- 
setzung der Reihe von G verschiedene Primzahlen vor, und daher 
besitzt G nach § 85 Zusatz I) eine Hauptreihe. Diese sei 

2) G, H, J, K, ... AT, 1. 

In einer der zu G gehörigen Reihen der Zusammensetzung mögen zwi- 
schen H und J noch 

3) H ', #", . . . H& 

aufzunehmen sein. Da n mindestens zwei von einander verschiedene 
Primzahlen zu Faktoren hat, so muss f(x) mindestens zwei mal beim 
Übergange von einer Gruppe der Reihe der Zusammensetzung zur fol- 
genden in Faktoren zerfallen. Da die Anzahl der Faktoren mit dem 
Faktor der Zusammensetzung übereinstimmt, und da dieser bei den 
Zwischengruppen 3) sich nicht ändert, so können nicht beide Zer- 
fallungen innerhalb desselben Überganges von einem Gliede H der 
Hauptreihe zum nächstfolgenden Gliede J derselben eintreten. Be- 
sonders hervorzuheben ist, dass nicht alle Zerfällungen von f(x) inner- 
halb des Überganges von der letzten Gruppe M bis zu 1 , also inner- 
halb der auf M folgenden Gruppen der Reihe der Zusammensetzung 

M\ M!\ M"', . . . Jf <*-», 1 

stattfinden können. Mindestens eine der Zerfallungen muss sich früher 
vollzogen haben. Die erste derselben finde z. B. statt beim Übergänge 
von H ! zu H n . Dann folgt aus § 229, dass H' imprimitiv ist in den- 
jenigen Elementen, welche sie transitiv verbindet, und dass Il n diese 
transitiv verbundenen Elemente in einzelne Systeme der Intransitivität " 
zerteilt hat und nur diejenigen weiterhin mit einander transitiv ver- 
binden kann, welche demselben System der Imprimitivität von R' an- 
gehören. Diese Intransitivität pflanzt sich dann auf alle späteren ent- 
haltenen Gruppen -BT'", . . . HW und ebenso auf das nächste Glied J 
der Hauptreihe fort, welches der Voraussetzung zufolge von 1 ver- 
schieden ist. 

J möge die Wurzeln in die intransitiven Systeme 


Er kann auch unter der zu Gl gehörigen Gattung stehen. Die Anzahl der Werte 
von f[{x) ist folglich nicht notwendig gleich — ; sie kann auch ein Vielfaches 

dieses Quotienten sein; und das Produkt fj i (x).f x t (x) ... aller Werte von f x (x) 
ist nicht notwendig gleich f(x)\ es kann auch eine Potenz dieses Polynoms sein. 
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zerlegen; diese mögen so wenig umfangreich als möglich gewählt sein. 
Dann wird jetzt der Ausdruck 

ßte)-(*-0(*-»4)...(*-«g 

1 rational bekannter Faktor von f(x) sein, welcher keine rational be- 
kannten Teiler mehr enthält. Da wegen der Eigenschaften der Grup- 
pen der Hauptreihe f ,_ 1 __ 

ist, so gehören alle Werte von f[{x) zu derselben Gruppe J; sie sind 
also mit fl(x) gleichzeitig bekannt. Ausser fz($) kennen wir noch 
als Werte dieses Ausdrucks 

n'(x} = {x-tf) (»-«£) ...(s-O, 
/T (*) - (* - «H (* - äff) ...(*- äff) , 


/*> (x) = {x- x™) {x - *»>) . . . (x - a^)> 

Existierte ausser diesen noch ein neuer, so würde derselbe mit einem 
fl a) (%) Wurzeln gemeinsam haben. Somit Hesse sich f)*"(x) und also 
noch f?.(%) in rationale Faktoren zerlegen, was den Annahmen wider- 
spricht. Folglich hat f[(x) auch nur m = - Werte und hängt somit 
vou der Lösung einer Gleichung des Grades i» ab. Ist diese Glei- 
chung im"" 1 Grades 

4) <f Cd)- (ü-fl) (»-/!')... to-/r°)-0, 

so entsteht f(«) durch Elimination von ;/ aus 4) und aus 

5) fl(*)=* , -+i(y)*'~ 1 + *iy)*" , -'*''-0 I 


wobei 




ist, so dass ^ n ^ a , ... rational durch "/J ausdrückbar sind. Da /'(i) 
das Eliminationsresultat von 4) und 5) ist, so wird nach § 222 die 
Gruppe von f(x) imprimitiv sein. 

Das ganze Gewicht der durchgeführten Schlüsse beruht auf dem 
Umstände, dass J der Hauptreihe von G angehört, und dass also 
G~ l JG = J ist. Nur daraus war der Schluss zu ziehen, dass alle 
im Rationalitätsgebiete von f(x) vorhandenen AVer te von fl(x) bekannt 
siud. Es wird sich dies besonders deutlich an einem sofort zu be- 
handelnden Beispiele herausstellen. 
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Lehrsatz IX. Ist der Grad n einer algebraischen, irreduk- 
tiblen, auflösbaren Gleichung durch zwei von einander ver- 
schiedene Primzahlen teilbar, so kann man n stets in zwei 
Faktoren n*=i.m derart zerlegen, dass die gegebene Gleichung 
f(x)=*0 in m neue zerfällt 

/K*)-o, /3'(*)=o,.../r(*) = o, 

welche sämtlich vom Grade i sind und deren Koefficienten 
aus den rational 'bekannten Grössen durch die Auflösung 
einer Gleichung des Grades m abgeleitet werden können.* 
Die Gruppe der Gleichung f(x) = ist imprimitiv. 

Wir wollen hiermit die Auflösung der allgemeinen Gleichung 
vierten Grades vergleichen, auf welche, da 4«=2 2 ist, die obigen 
Schlüsse nicht anwendbar sind. Es zeigt sich sofort, dass beide 
für die Zerlegung des Polynoms in lineare Faktoren notwendigen Zer- 
fallungen erst innerhalb des Bereiches der letzten Gruppe der Haupt- 
reihe M y M\ M"\ ... 1 vorkommen. Die Reihe der Gleichung besteht 
aus den folgenden Gruppen: 

1) die symmetrische Gruppe; 

2) die alternierende Gruppe; 

*V L 1 j \ X 1 X 2J \ X S X 4J J \ X 1 X $) \ X 2 X ±) ) \ X 1 X 4J \ X 2 X $) J 5 

4) [ljfea^fo*,)]; oder 4') [l,( x t x 3 )(x 2 x^ 

oder 4")[1,(^^)(^^)]; 

5) die Gruppe 1. 

Die Hauptreihe wird aus den Gruppen 1), 2), 3), 5) gebildet. Der 
Übergang von 3) zu 4) und von 4) zu 5) liefert jedesmal den Prim- 
faktor 2. Die Gruppe 4) ist die erste intransitive. Bei ihr tritt ein 
Zerfallen von f{x) in zwei Faktoren (x—x^)(x— x 2 ) und (#— # 3 )(#— # 4 ) 
ein. Da aber 4) nicht zur Hauptreihe gehört, so sind nicht alle 
sechs Werte von (x — x 1 )(x — x 2 ) bekannt; hätte man die Gruppe 4') 
gewählt, so wäre man auf (x — x t )(x — # 3 ) und (x — x 2 ) (x — # 4 ) ge- 
kommen u. s. f. Das Produkt dieser sechs Werte liefert die dritte 
Potenz von f(x)^(x — x 1 )(x — x 2 )(x — x Q )(x — x A ). Man kann also 
zwar f(x) in ein Produkt aus zwei Faktoren zweiten Grades zerlegen; 
aber die Koefficienten eines jeden solchen Produktes sind nicht von 
einer Gleichung des Grades -|=2, sondern von einer solchen des 
Grades 6 abhängig. 

* Abel: Oeuvres completes II, p. 191. 
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Betrachten wir ferner die irreduktibleu auflösbaren Gleichungen 
sechsten 'Grades, so folgt, dass es für sie zwei verschiedene Arten 
giebt, jenachdeni man y aus 
•f-fibfi'+fM-o, if--vf+c,,j-->^« 
oder aus 




eliminiert, so dass jede auflösbare, irreduktible Gleichung sechsten 
Grades einer dieser beiden Arten angehört. 

8 "238. Wir können nach den Resultaten unserer Uiitersnchungeu 
die einschränkende Voraussetzung machen, dass der Grad der betrach- 
teten Gleichung /'(■') — die Potenz einer Primzahl sei; denn andern- 
falls können wir die Gleichung als Eliminationsresultat behandeln 
und dadurch die Frage vereinfachen. Weiter können wir voraussetzen, 
dass eine derartige Zerlegung, wie sie im vorigen Lehrsatze angegeben 
war, bei unserer Gleichung des Grades p 1 nicht vorkomme, da sonst 
eine gleiche Vereinfachung möglich wäre. Dies erreichen wir durch 
die Annahme, dass die Gruppe der Gleichung primitiv sein soll. Dann 
sind beide Möglichkeiten abgeschnitten. 

Unter solcher Annahme gehen wir zur Untersuchung der Gruppe 
über. 

Der Grad der Gleichung sei j/-; die Hauptreihe der Zusammen- 
setzung ihrer Gruppe 
2) G, H, J, 7f, ... M, 1. 

Geht man von G über H, J, ... bis M, so kann bis dorthin 
noch keine Zerlegung des Polynoms f{x) stattgefunden haben; denn 
sonst könnteu die Schlüsse des vorigen Paragraphen in Anwendung 
gebracht werden , und diese würden zeigen, dass G imprimitiv ist. Durch 
den Übergang von G biB zu M wird die Gleichung f(x)*=Q zur Auf- 
lösung „vorbereitet", aber f(x) wird noch nicht in Faktoren zerfällt. 
Die A Zerfallungen der Gleichung des Grades p 1 treten demnach beim 
Übergang von der letzten Gruppe der Hauptreihe bis zur Einheit auf, 

d. h. bei ,, ,,. „,,. „,,,, ,,.„ „ t 

M, M\ H", M'", ... M ix ~ l \ 1; 

es muss demnach x~>X sein. Die Anwendung von § 85 Zusatz IV) 
(S. 95) ergiebt, dass alle Substitutionen von 31 unter einauder vertausch- 
bar sind. Die durch die Gattung 31 uharakterisiei-te Gleichung ist so- 
nach eine Abel'sebe Gleichung des Grades y (§ 180). Nach, den 
Schlüssen von § 85 gehört zu jedem Übergänge innerhalb der letzten 
Reihe der Faktor p der Zusammensetzung, so dass die Ordnung von 
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JU gleich p* zu setzen ist. Ferner kann M erhalten werden, wenn 
man eine Anzahl von x Gruppen mit einander vereinigt, welche nur 
die Einheit als gemeinsame Substitution besitzen, einander ähnlich 
sind und p zur Ordnung haben. Es mögen dies sein : 

rt-\ M<r l \ m?- i \ . . . m sr/i 

Aus diesen Eigenschaften ist ersichtlich, dass jede dieser Gruppen aus 
den Potenzen einer Substitution der Ordnung p gebildet ist: 

5, Sj, Sg, ... Sy. — i, 

und dass wegen der VertauschBarkeit der Gruppen (vergl. S. 96 oben) 
auch 

*£$—*£*£ (« ? ß - b o , l , . . . x — l ) 

sein muss. Jede Substitution von M kann demnach durch 

X Jt v t 

o o i 02 . . . 5x— 1 

ausgedrückt werden. Wegen der Vertauschbarkeit der s unter ein- 

QYlfipi* IßT 

Jede Substitution der Gruppe M ist von der Ordnung p. Un- 
sere Abel'sche Gleichung gehört infolgedessen zur Kategorie derjeni- 
gen, welche in § 183 behandelt wurden. Ebenda (§ 184) sind auch ihre 
Substitutionen analytisch dargestellt worden. Es ergab sich folgende 
Form der Darstellung für dieselben 

t = \ss li ss %9 ...e x #i + «n ** + «2> ••• ** + «*! (mod.jj). 

Schon das vollkommen gleichmässige Auftreten aller Indices z u ...e H 
zeigt, dass bei den Reduktionen von M bis zu 1 genau x Zerfällungen 
des Polynoms f(x) eintreten werden, wie sich dies auch dann er- 
kennen lässt, wenn man etwa 

M f =\z 11 21 ^...0 x * n ^2 + « 2 ) *s + a 8 , ••• *x + «x| (mod.p), 
M"^]^,*»*»...** Zu *i, * 8 + a s> ••• *x + «x| (mod.ju), 

setzt Daher ist x = L Man erhält demnach als erstes Resultat: 

Lehrsatz X. Die letzte Gruppe der Hauptreihe einer pri- 
mitiven, auflösbaren Gleichung des Grades p* besteht aus' 
den p* arithmetischen Substitutionen 

f = j*i,* 8 ,...* x ^i + «i» #a + a 2> ••• *x + «x| (mod.|?). 
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Die Wurzeln der Gleichung werden dabei dargestellt durch 
**,„,...,, Oa-0, 1,2,...*- 1). 

Da G, die Gruppe der Gleichung mit M vertauschbar ist, so folgt 
aus § 138, dass G aus der Kombination von arithmetischen und geo- 
metrischen Substitutionen bestehen wird. Es folgt damit als weiteres 
Resultat: 

Lehrsatz XL Die Gruppe G jeder auflösbaren, primitiven 
Gleichung des Grades p" besteht aus der Gruppe der arith- 
metischen Substitutionen des Grades p" kombiniert mit geo- 
metrischen Substitutionen desselben Grades 


■ > Sx 


«j*i + Mi + 


... + C,*», a s z t + b t s a -\- . . 
(mod.*). 


,»., -i 


$ 239. Bevor wir in den altgemeineren Untersuchungen fortfahren, 
betrachten wir die Fälle *=1, 2, trotzdem der erster e bereits früher 
besprochen und erledigt ist. 

Wir betrachten zuerst die auflösbaren, primitiven Gleichungen 
des Primzahlgrades p. Das Wort „primitiv" können wir dabei aber 
unterdrücken, da die Imprimitivität eine Einteilung der Wurzeln 
Systeme von gleiehvielen Elementen fordern würde, welche ja hier 
unmöglich ist. 

Die Gruppe der allgemeinsten auflösbaren Gleichung muss mit 
<?=|* as+a\ (a=l,2,...p-l; « = 0, l,...j> — 1) (mod.p) 
zusammenfallen oder in ihr enthalten sein. Wir 'beweisen das erstere 
dadurch, dass wir die Gruppe der Zusammensetzung von G aus bis M 
konstruieren und zeigen, dass alle Faktoren der Zusammensetzung, 
welche dabei auftreten, Primzahlen sind. Wir zerlegen p—X in seine 
Primfaktoren p— l = 2j .q s ... und bilden die Untergruppe 
p-1 


ebenso die Untergruppe 

J= | * OsftSg ■ e + « g | (a, — 1 

und fahren so fort. 
Denn es ist z. B. 

Setzt man nämlich 


St 


= 0, 1, 


-1), 


— -; «,-0, l,...p-l} fc 

gehören H, J, ... der Hauptreihe von G an. 


t=\M 


• folgt t~ ' = * -(* — «), 
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z 


a 


(*-«) 


z 


* 

• 

z az + a 

. , Osftfta-a + as 


? "t" 

a 



> 


z <hq x q % .z + 

so dass die Transformation einer Substitution ans J durch eine be- 
liebige Substitution aus G wiederum zu einer Substitution aus J 
fährt. Offenbar stimmt hier die Hauptreihe mit der Reihe der Zu- 
sammensetzung überein; alle Faktoren der Zusammensetzung J n j 2 , ... 
sind Primzahlen. Damit ist der Nachweis vollendet. 

Lässt eine Substitution von G zwei Wurzeln x Y) x$ umgeändert, 
so lässt dieselbe alle Wurzeln ungeändert. Denn aus y==ay + a ? 
$:-ad + a folgt unzweideutig a-~l, « — und die Substitution wird 
zu der identischen *1 — | £P z\. 

Lässt eine Substitution von G eine Wurzel x Y ungeändert und 
fährt sie #y+i in x$ über, so geht jedes x 9 in x^— y)(«— Y )+ Y über. 
Denn aus y^ay + a y d — a(y+l) + a folgt unzweideutig a^tf — y, 
a==y(y — <J-f 1) und die betreffende Substitution erhält die Form 

\* (*-y)* + rG'-* + l)|. 

Lässt eine Substitution von G keine Wurzel ungeändert und wan- 
delt sie x Y in #<y um, so geht x e in #«+j_ y über. Denn nur dann 
kann für keinen Wert von y die Kongruenz y ay + a stattfinden, 
wenn a- 1 ist. Soll dabei y+l in d übergehen, so muss d = y + a 
sein; dies ergiebt ec = d — y und für z die arithmetische .Substitution 
\z z + d — y\. 

Dies sind genau dieselben Resultate, welche uns früher die alge- 
braische Methode lieferte. 

Lehrsatz XII. Die allgemeinen auflösbaren Gleichungen 
vom Primzahlgrade p sind die Galois'schen Gleichungen. 
Ihre Gruppe hat die Ordnung p(p— 1); sie wird aus den Sub- 
stitutionen der Form 

s—-\e az + a\] (tf— 1, 2,...p — 1; a = 0, 1,...# — 1) (mod.p) 

gebildet. Ihre Faktoren der Zusammensetzung sind alle 
Primzahlteiler von (p— 1), jeder so oft genommen, als er in 
(i>— - 1) als Faktor eingeht, und ausserdem p selbst. 

§ 240. Wir gehen zu den allgemeinsten auflösbaren Gleichungen 
des Grades p 2 mit primitiver Gruppe über. Zu Grunde liegen die 
arithmetischen Substitutionen 


986 
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welche die letzte Gruppe M der Haupt reihe bilden. Um weiter na 
der vorhergehenden Gruppe /, der Reihe zu gehen, iniisste man eine 
Substitution von folgenden Eigenschaften bestimmen: ihre Form ist 

*=]*,, «s «!-?! +ii^ 2 , «s'i + fii^ , (mod.jfj); 
die niedrigste Potenz derselben, welche in M vorkommt und also die 
Form !■ besitzt, muss eine Primzahl zum Exponenten haben. Da nun 
alle Potenzen von s wiederum dieselbe Form besitzen, wie s seihst, so 
muss die Potenz gleich JB u .s s ?,,«, =1 werden, A h. die Ordnung 
der Substitution s muss eine Primzahl werden. 

Durch diese und ähnliche Prinzipien gelaugt man zu den nach- 
stehenden Resultaten* auf deren Ableitung wir nicht näher eingehen: 

Lehrsatz XIII. Von allgemeinen auflösbaren, primitiven 
Gleichungen des Grades jj 2 giebt es drei verschiedene Typen. 

Der erste Typus ist durch eine Gruppe der Ordnung 
2.p i (p— 1) B charakterisiert, eieren Substitutionen aus den fol- 
genden abgeleitet sind: 

|4,4 *i + « n % + «(,! («,,"*-" °» 1, 2,...j> — 1), 

[*ii J< »i«!, <^Jj i («i, a t ~- 1, 2, 3, ...p — 1), 

Die zum zweiten Typus gehörigen Gruppen haben die 
Ordnung 2» ä (p 3 — 1) und ihre Substitutionen entstehen aus 
der Kombination der folgenden: 

i*iv*a *t + «ii % + « 2 | («,,«, = 0, l,2,...p-l), 

|*i,jer g o^+oe^, ft2,+<ts 2 ! (o,Ö— 0,1, ...j)— 1; nur nicht «,& = <)), 


(mod. p), 


e ist ein beliebiger quadratischer Rest mod.p. 

Der dritte Typus besitzt Gruppen von der Ordnung 
24p B (p— 1). Die Form der konstituierenden Substitutionen 
ist verschieden, jenachdem p = 1 oder p^3 (mod. 4) wird. 
Tritt das erstere ein, so kommen zu den beiden Substitu- 
tionen: 

\g„e a *»+«,, * + «,| («,,«* = <>, 1, 2,. ..p-l>, 
|«,,*i a* n r«,| (B-l,2,3,...p-l) 


noch folgende vier, bei de 
i*=— 1 (mod. 71) bedeutet: 


s Wurzel der Kongruenz 


* C. Jordaii: Liouville, Journal de Mattem. (8) X.1II, p. 111-135. 
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*li #2 **n - *** 1 1 i *n *2 **2i **i l i 

l*n*t *i — Wfe> *i+«*»li !*n*s *i + ^i*i — *«!• 
Ist #~3 (niod. 4), so kommen zu jenen beiden noch folgende 
vier, bei denen s, t die Kongruenz s 2 + £ 2 :■■-- — 1 (mod.|)) be- 
friedigen: 

*11*2 *2)— ^1? 1*11*2 $#i + **2i ^j— ** a |, 

*1,*2 -(l+sO*l + ( S -^)*2 ? (* + **)*1 + (*<-*- 0*2.1 1 

*n*2 «i + (l + 0*2i ('— l)*i-«*»|. 

Für ^ = 3 sind der erste und der zweite Typus, für jr)~=5 
ist der zweite Typus nicht allgemein. Sie treten dabei als 
Spezialfälle des dritten auf, welcher stets allgemein ist. 

§ 241. Wir kehren zu allgemeineren Betrachtungen zurück. 

Genau wie im vorigen Paragraphen bei p 2 , so können wir auch 
allgemein den Schluss auf diejenigen Substitutionen machen, welche 
der Gruppe L angehören, wo L die der Gruppe M in der Reihe der 
Zusammensetzung vorangehende Gruppe ist. L wird gebildet, wenn 
man zu den Substitutionen 

^ |*n **,...** #i + «ii *2 + a 2j ... ** + «x| (mod.^)) 
von M noch eine Substitution 

s — !*h*2j — «i* 1 +&i*2 + — + <i**i 2 *i + fe 2*2+ — + Vx,....| (mod.jp) 

hinzunimmt, bei der eine Primzahlpotenz die erste ist, die in die 
Form t tritt. Da alle Potenzen von s dieselbe Form wie s haben, so 
muss jene Potenz, die auch als Substitution t erscheint, gleich der 
Einheit werden; also erhalten wir die Bedingung, es müsse s eine 
Primzahl als Ordnung besitzen. Ferner darf die Gruppe L = { £, s } nicht 
iinprimitiv werden. 

§ 242. Aus der Form der für G überhaupt möglichen Substitu- 
tionen erkennt man: 

Lehrsatz XIV. Alle Substitutionen, mit Ausnahme der 
Einheit, welche der Gruppe 

M== I *11 *2l • • • ** *1 + «11 *2 + «21 • • • ** + tt * I 

angehören, setzen alle Wurzeln der Gleichung um. 

umkehren lässt sich dieser Satz, wie es bei x = l möglich war, im 
allgemeinen Falle nicht. Denn das Element #*,,*,,...*„ bleibt für 

*H*1»*21— *x «l*l+Ml + - + <!** + «! 1 tf 2 £ 1 +&2*2 + ~- + C l** + «2l — ! 

nur ungeändert, falls die x Kongruenzen (mod.j?). 
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S) 


a 2^i + ( 6 2- 1 )^ + ---+ ^^ + «2 = 


(mod. p) 


a x 8 x + b x z 2 + ... + (c x —l)0 x + a, 

befriedigt sind; sobald daher die Determinante 





D 


«i~i, h, 


a 


2> 


Ox 


"2 1 , • . • Cg 

• • • C x "~ " J- 


(mod. p) 


ist, lassen sich a n a 2 , . . et* so wählen, dass das System S) für kein 
System U s 2J ... g x befriedigt wird. 

Wir betrachten jetzt alle Substitutionen unserer Gruppe 6r, welche 
ein Element ungeändert lassen. Da die Elemente sich nur durch ihre 
Benennung von einander unterscheiden, so können wir #0,0,... als das 
feste Element ansehen. Dann sind die Substitutionen, welche dieses 
Element nicht umsetzen, 

Auf diese reduziert sich die Gruppe, falls man #0,0,... der Gleichung 
adjungiert. Da alle Substitutionen von G erhalten werden, wenn man 
zu denen von F die konstanten Grössen von a 19 a 21 ... hinzufügt, und 
da die Wahl der a auf p* Arten möglich ist, so erkennt man, dass 
durch Adjungierung einer einzigen Wurzel G auf den p xten Teil seiner 
Substitutionen reduziert wird. 

§ 243. Wir wollen ferner annehmen, dass eine Substitution der 
Gruppe (x-fl) Elemente #«„«.,...«„ ungeändert lasse. Dann ist das 
System S) des vorigen Paragraphen für (x + 1) Wertsystem von z v 


&2j • • • %x 




*,-#\ ...**-& (A-0, l,2,...x) 


erfüllt. Wir wollen jetzt aber nicht die Koefficienten a 9 b 9 ... c; « der 
Substitution, sondern die Werte g^>, f$\ ... gj*> als gegeben ansehen 
und die Substitution zu bestimmen suchen. Ist dann die Lösungs- 
determinante 

&) »2? ••• fex) * 


J? 


Wx) Hx) Hx) 1 

»1 ) »2 5 ' ' ' »x > A 

nicht kongruent (mod. jp), so giebt es für die x Systeme TJ, T 2 ), 
... T„) von je (x+1) Kongruenzen mit den Unbekannten a, 6, ...; a 
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■m 


m 


tj («i-i)cr , + & 1 ff , +.-.+ 

T f ) <%# ) +(&b-l)tf > +...+ 




nur je eine Lösung, nämlich entsprechend 
L x ) % = !, ^==0, ... ^ = 0; a 2 


-0, 
= 


(A = 0,l,2,...x) 


L 2 ) 


a 2 = 0, fc 2 =l, ... Cg = 0; a 2 = 


0, 
0, 


L y ) a x = 0, 6 X ==0, ... c*= 1; a**=0, 

und diese Lösungen liefern vereint die identische Substitution 1. 

Wir nennen nun ein System von (x+l) Wurzeln unserer 
Gleichung, für welche E =0 (mo&.p) ist, ein System konju- 
gierter Wurzeln. 

Dann folgt der Satz: 

Lehrsatz XV. Wenn eine Substitution einer primitiven 
auflösbaren Gruppe vom Grade p* so beschaffen ist, dass sie 
(x + l) Wurzeln ungeändert lässt, welche kein konjugiertes 
System bilden, so reduziert sie sich auf die identische Sub- 
stitution 1. 

Adjungiert man daher der Gleichung (x -f- 1) solcher Wurzeln, so 
reduziert sich die Gruppe G der Gleichung auf diejenigen Substitu- 
tionen, welche die (x+ 1) Wurzeln ungeändert lassen, d. h. auf die Sub- 
stitution 1. Dadurch ist die Gleichung gelöst. 

Lehrsatz XVI. Alle Wurzeln einer auflösbaren primitiven 
Gleichung des Grades p* sind durch (x+l) unter ihnen ra- 
tional darstellbar, falls dieselben kein konjugiertes System 
bilden. 

Setzen wir, was erlaubt ist, da es durch Änderung der Indices- 
bezeichnung erlangt werden kann, die eine der Wurzeln gleich #o, o,...o> 
so wird die Determinante 

tif &, ... £* 


±JE- 


H*) Kx) H*) 

»l ; »2 J * • ' »x 

Sollen die Wurzeln kein konjugiertes System bilden, so darf E nicht 
^0 (mod.p) sein. Die Anzahl r der Wurzelsysteme, welche dieser Be- 
dingung genügt, ist in den §§ 140-142 (S. 154, 155) bestimmt. Wir 

fanden r = (p* -l)(p*- p)(p*-p*) ..(p'-p*- 1 ). 

Netto, Substitutionentheorie. 19 
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Lehrsatz XVII. Zu jeder Wurzel #*,,* 2 , ...z x lassen sich 

(■?* -7. l ) (P*- P)- (P*-P *- } ) 

Systeme von % Wurzeln derart bestimmen, dass die (x + 1) 
Wurzeln kein konjugiertes System bilden und also im stände 
sind, jede andere Wurzel rational darzustellen. Das System 
der (fc+1) Wurzeln 

#0,0,0, ...Oj #1,0,0, ...0) #6, 1,0, ...o? ••• #0,0,0,...! 

ist zur rationalen Darstellung aller Wurzeln geeignet. 

Diese Resultate werfen ein neues Licht auf unsere froheren Unter- 
suchungen über Tripelgleichimgen, speziell auf die Lösung der Hessi- 
schen Gleichung neunten Grades (vergl. §§ 198, 199). Man erkennt, 
dass wir in gleicher Weise auflösbare Quadrupel gleichungen vom 
Grade p* konstruieren könnten u. s. f. 
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